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1. Relaciones de Ejercicios

1.1. Resolucion numérica de ecuaciones y siste-
mas

1.1.1. Relacion 1

Ejercicio 1.1.1.1. Se considera el problema de encontrar las soluciones reales de la
ecuaciéon x + /2 — 2sen(mx) = 0 en el intervalo [1/2,3/2].

1. ;Se puede utilizar el método de biseccion para resolver dicho problema toman-
do [Y/2,3/2] como intervalo inicial? ;Por qué? En caso afirmativo, calcule las
tres primeras iteraciones de dicho método.

Definimos la funcién siguiente:

fo [P — R
xr +—— x+ 12— 2sen(nx)

Por lo tanto, por el teorema de Bolzano, existe al menos una raiz en el intervalo
[1/2,3/2]. Por tanto, podemos aplicar el método de biseccién. Calculamos las tres
primeras iteraciones:

0,0 1,5 1 1,5
0,5 1 0,75 —0,1642
0,75 1 0,875  0,6096
0,75 0,875 0,8125

W~ o3

2. Halle una cota del error que se comete si consideramos la tdltima de las itera-
ciones del apartado anterior como el valor de la solucion del problema dado.

1 /3 1 1
< —_ —_— = = — = s 2
es] < 35 (2 2) o = 0.0625

Tenemos que:
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3. (Cuantas iteraciones del método de biseccién son necesarias para garantizar
un error menor que 10757

Para garantizar un error menor que 1075 necesitamos que:

len| < <107° <= 10° < 2" <= n >log,(10°) — 1 ~ 15,6096

2n+1 ~

Como n debe ser entero, necesitamos al menos 16 iteraciones.

Ejercicio 1.1.1.2. Se quiere calcular el inverso de un ntimero real ¢ > 0 sin efectuar
divisiones. Para ello, se elige un valor zy > 0 y se considera el método iterativo dado
por i1 = T,(2 —cxy,), n = 0.

1. Demuestre que la sucesion generada por dicho método converge a 1/c si y sélo
si0<xy< 2/ c.
Observacién. Comience demostrando por induccién que r, = r3 Vn > 0
siendo r, = 1 — cz,,.
Demostramos por induccién dicha observacion:
= Caso base: n = 0.
20 1

. . n
» Paso inductivo: Supongamos que r, =17 .

r%nﬂ = (rgn)2 =r2=(1- cmn)Q =1—2ca, +xh =1 —con (2 —cxy) =

=1—cxpp1 =rpg

Por lo tanto, r, = rZ" para todo n > 0. Por la suma geométrica, tenemos
que:

{z,} es convergente <= {r,} es convergente <=

= |rgl <1 <= |[l—crg| <1 <= 0<crp <2 <=

2
= 0<xy< -
C

En el caso de que sea convergente, por la unicidad del limite, se tiene que:

l—c¢limz, = lim (1 —cz,)=limr,=0= lim z, = -

2. Demuestre que la convergencia referida en el apartado anterior es al menos
cuadratica. ;Cudl es la constante asintética del error?

Definimos la funcién siguiente:

Tenemos que:
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Calculamos las dos primeras derivadas de g:

g(x)=2—cr—cx=2(1-cx)
g9"(x) = —2c

Evaluando en el punto fijo de g:

g/<1):2<1_c.1):2(1—1):0

c c
1
q" <—> =—-2c#0
c
Por tanto, el método iterativo z,.1 = g(x,) tiene orden de convergencia

cuadratico, con constante asintética del error:

C=--2c=c

3. Compruebe que el método iterativo propuesto es el método de Newton-Raphson
aplicado a una cierta ecuaciéon f(z) = 0 cuya tunica raiz es 1/e.

Sea f la funcién que buscamos. Entonces:

1@ f(x)
() fi(a)

—r—2x+cl=cx?—z

=g(x)=2(2—cx) =

Podriamos intentar resolver dicha ecuacion diferencial en variables separadas,
pero directamente probaremos con varias funciones que tienen a !/c como raiz,
y veamos con cudl se da lo anterior.

w f(z) =2 — e
f@) =1
L = )=
Por tanto, vemos que esta no es la funcién que buscamos.
. fa)=c— 1
fi(@) = Y2
-

Por tanto, esta es la funcién que buscamos.

Por tanto, el método iterativo propuesto es el método de Newton-Raphson
aplicado a la ecuacién f(x) =0 con f(z) = ¢ — 1/, cuya unica raiz es /e.

7
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Ejercicio 1.1.1.3. Demuestre que la ecuacién 23 — 222 — 5 = 0 tiene una tnica
solucién en el intervalo [1,4]. Elija una semilla zy que permita hallar, usando el
método de Newton-Raphson, una aproximacién a dicha solucién y justifique dicha
eleccién. Calcule las dos primeras iteraciones.

Definimos la funcion siguiente:

f: 1,4 — R
r — 12 —222-5

Sabemos que f € C*([1,4]), y ademas:

f)=1-2-5=-6<0
f(4)=64—32—-5=27>0

Por lo tanto, por el teorema de Bolzano, existe al menos una raiz en el intervalo
[1,4]. Veamos ahora que esta es tnica:

fllz)=32" —dz =232 —4) =0 < xG{Oag}

» Siz e [1,4/3], entonces f'(z) < 0.

Como f(1) < 0y f es continua, entonces f no tiene raices reales en [1, %]

» Siz € [43,4], entonces f'(z) > 0.

Como f(4/3) < 0y f en este intervalo es inyectiva, entonces, de tener una raiz,
serfa unica.

Por tanto, la ecuacién z® — 222 — 5 = 0 tiene una tnica solucién en el intervalo
[4/3,4]. Buscamos ahora demostrar la convergencia de Newton-Raphson:

L f(¥s)f(4) < 0.

2. f'(z) no se anula en ]4/3,4].

3. f"(z) = 6z — 4 no se anula en ]4/3,4].

4. Comprobemos que tomar zy = 4 sirve para garantizar la convergencia.

F(4)f"(4) = 2720 = 540 > 0

Por tanto, podemos aplicar el método de Newton-Raphson empleando como se-
milla xg = 4. Calculamos las dos primeras iteraciones:

3,15625
2,77860

8
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Ejercicio 1.1.1.4. Deduzca la férmula para el calculo de las iteraciones del método
de la secante a partir de su interpretacion grafica.
Dados dos puntos (z,, f(x,)) v (xn_1, f(zn_1)), la recta secante que pasa por

ellos es:
Yy— f(xn) _ f(xn) — f(xn—l)

T — Ty Tp — Tp—1

El punto de corte de la recta secante con el eje x es:

0— f(zn) _ f(xn) = f(rn1)

T — Tp Tp — Tp—1
Tp — Tp—1
r— T, = —J\T
A T Ty
Tp — Tnp—1

ZEZZL’n—f(ZL‘n)

f(xn) = fzn-1)

Por tanto, denotamos por x,.; a dicho punto de corte, y obtenemos la formula
del método de la secante:

Tpn — Tp—1

f(xn) - f(xn—l)

Ejercicio 1.1.1.5. Dada la ecuacién x — /2 cos(x) = 0, se pide:

Tp41 = Tn — f(xn>

1. Demuestre que tiene una tnica solucién real en el intervalo [0, 7/2].

Definimos la funcion siguiente:

f: [0,72] — R
r — 1z —l2cos(x)

Sabemos que f € C*°([0,7/2]). Estudiemos su monotonia:
() =1+ 12sen(z) > 0 Vz € [0,7/2]
Por tanto, f es inyectiva. Veamos ahora que tiene una tnica raiz:

f(0) =0—1/2cos8(0) = ~1/2<0
f(f) =m/2>0

Por el teorema de Bolzano, existe al menos una raiz en el intervalo [0, 7/2]. Por
la inyectividad de f, esta raiz es tnica.

2. Describa un método de iteracion funcional, distinto del método de Newton-
Raphson, que permita aproximar dicha solucién, razonando la respuesta.

Definimos la funcién siguiente:

g: [0,72] — R
x +— 1/2cos(z)

9
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Veamos que las raices de f son los puntos fijos de g:

f(x) =0 <= z=12c08(x) <= z = g(x)

Comprobamos que la funcién seré contractiva en un entorno del punto fijo s:

|g'(x)] = V2| sen(x)] < Y2 < 1

Por tanto, podemos aplicar el método de iteracién funcional z,.1 = g(z,)
para aproximar la solucién de la ecuacion x — /2 cos(z) = 0 partiendo de una
semilla xo suficientemente préoxima a la solucién. Para especificar cuanto es
“suficientemente préxima”, veamos que g ([0,7/2]) C [0,7/2]. Sea x € [0,7/2], ¥

entonces: )
0 < g(x) = = cos(z) <

<
2

N —
o 3

Por tanto, g es una contraccién en [0,7/2], y por tanto, podemos aplicar el
método de iteracion funcional para aproximar la solucion de la ecuaciéon x —
1/2cos(z) = 0.

3. Realice las dos primeras iteraciones del método descrito en el apartado anterior.

n Tn
0 | 7/4 ~ 0,785398
1 0,3535533
2 0,4690742
3 0,4459936

4. ;Cuantas iteraciones es preciso realizar para garantizar un error menor que
1072 en el método dado en el apartado 27?

Para garantizar un error menor que 1072 necesitamos que:

e |<—Ln |z —:Jc]<—1 | —:)5|——0’43199<10_2 =
0,43199
= 27> TEET S 43100 <= n > logy(43,199) + 1~ 6,432

Como n debe ser entero, necesitamos al menos 7 iteraciones.

Ejercicio 1.1.1.6. Usando algtin resultado sobre convergencia para los métodos de
iteracion funcional, demuestre el teorema de convergencia local para ceros simples
del método de Newton-Raphson.

Sea f una funcién de clase C? en un entorno de la raiz s de la ecuacién f(z) = 0,
y sea f’(s) # 0. Consideramos la funcién siguiente, definida en un entorno de s:

@
A= )

10
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Sabemos que g(s) = s. Calculemos su derivada:

o)1 L@@ —J@ @) @@

f'(x)? f'(x)?

Por tanto, por el Teorema de Convergencia Local de los métodos de iteracién
funcional, existe un intervalo que contiene a la raiz de forma que el método de
Newton-Raphson converge a la raiz de forma cuadratica para cualquier semilla en
dicho intervalo.

Ejercicio 1.1.1.7. Para resolver la ecuacién f(x) = 0 se considera el siguiente
método, donde m # 0:
f(x,)

m

Tpy1 = T —

1. Interprete graficamente el calculo de las iteraciones segin dicho método.

Tenemos que:

f(n) — Ty — T = — (@) = 0 — flzn)
m m Tpsl — Tp

Tpy1 = Tn —

Por tanto, pensando en la ecuacién punto-pendiente de la recta, vemos que
Tna1 se calcula como el punto de corte de la recta que pasa por el punto
(2, f(xy,)) y tiene pendiente m con el eje x.

2. (Qué condiciones para la funcion f, para la constante m y para el valor inicial
xo asegurarian unicidad de solucion y convergencia a dicha solucion del método
considerado?

Definimos la funcién siguiente:

g: I — R
z — zp— 1@

m

Debido a que no conocemos mucho sobre f, no podremos llegar a grandes re-
sultados. Tan solo podremos garantizar resultados locales, por lo que usaremos
el Teorema de la Convergencia Local. Consideramos s € [ raiz de f, es decir,
f(s) = 0. Entonces, g(s) = s. Calculamos la derivada de g:

fz)

m

g(x)=1-

Imponemos ahora |¢'(s)| < 1 para garantizar la convergencia local:

f'(s) f'(s)

<2

|g’(s)|:‘1— ‘<1<:>0<

Por tanto, garantizando 0 < /'()/m < 2 se tiene que el método converge a la
raiz s de forma local; es decir, para semillas suficientemente cercanas a s.

11
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Ejercicio 1.1.1.8. Localice un intervalo [a, b] en el que se encuentren todas las so-
luciones reales de la ecuacién 2z — 322 + 3z — 4 = 0, y sepérelas. Tomando zy = —2
como semilla, calcule las tres primeras iteraciones del método de Newton-Raphson
usando el algoritmo de Horner.

En primer lugar, calculamos:

, [2 3 3 4
a=max{q—,—, =, = ¢ =2
2°2°2°2

Por tanto, tenemos que todas las raices de la ecuacién 22* — 322 + 32z —4 =0
estan en el intervalo [—3,3|. Para separarlas, construimos la sucesién de Sturm
correspondiente. Definimos:

Jo()
fi()

Calculamos ahora fo(z).

224 — 32% + 3x — 4| 823 — 62 + 3
—2x4+%x2—%x %a:

_ 3,23 9. _
5T° + 5% 4

p(z) = 22" — 32> + 32 — 4
fo(z) =82% — 61 +3

Para simplificar, establecemos:

fa(x) = =4 - R(fo(x), f1(x))

3 9

= 62° — 9z 4 16
Calculamos ahora f3(z).
8z° — 6z + 3|62 — 9z + 16
— 8% + 1227 — Yu (32 +2

1222 — 8—32x + 3
— 1222 + 182z — 32

28
— By 29

Para simplificar, establecemos:

fs(x) = =3 - R(fi(), f2(x))

2
:—3-(—383:—29)

= 28z + 87
Calculamos ahora fy(z).
6> —9r +16|28x + 87
261 3 387
-8z 416
387 . | 33669
SVRNT)
39941
392

12
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Para simplificar, establecemos:

392
fa(z) = ~ 30041 | R(fo(z), f3(2))
392 (39941
T 39941 ( 392 )

= -1

Por tanto, la sucesiéon de Sturm es:

fo(z) = 200t — 322+ 31— 4

fi(z) =82% — 62 +3

fo(z) = 6x> — 9z + 16

fs(x) = 28x + 87

fa(z) = =1

Separamos ahora las raices:

v | sen(fo(@)) | sen(fi(@)) | sen(fa(x)) | sen(fs(x)) | sen(fi(x)) | N© Cambios Signo
-3 + — + + — 3
—2 - — - - —~ 3
-1 — + + + — 2
0 —~ + + + —~ 2
1 —~ - - - —~ 2
2 + + + + — 1
3 + + + + — 1

Por tanto, tenemos que hay una raiz en [—2,—1] y otra en el intervalo [1,2].
Calculamos ahora las tres primeras iteraciones del método de Newton-Raphson con

semilla 2o = —2 (aunque no hallamos demostrado la convergencia):
n Ty flea) | ()
0 -2 10 —49
1] —1,795918 | 1,741690 | —32,563821
2 | —1,742433 | 0,099956 | —28,866623
3 | —1,738970

donde tan solo se muestran las evaluaciones con Horner para x:

2 0 -3 3 —4

2| -4 8 10 14
2 —4 5 -7 [10]
2| —4 16 —42

2 =8 21 |-49

Ejercicio 1.1.1.9. Sea s = v/3. Para calcular s se considera el método de iteracién
funcional

ar + x3
Tnt1 = g(zn) con g(z) = 34 ba2’

13



Métodos Numéricos II 1.1. Resolucién numérica de ecuaciones y sistemas

Halle los valores de a y b para que, partiendo de una semilla xq suficientemente
proxima a s, se asegure la convergencia al menos cuadratica. Para tales valores,
calcule x5 para rg = 1.

En primer lugar, es necesario probar que g(s) = s para que s sea un punto fijo
de g:

as+ s>  as+3s
5:g(5):3+b82 =3 = as+3s =3s+ 3bs = a = 3b

Por otro lado, para asegurar la convergencia local al menos cuadratica, es nece-
sario que ¢'(s) = 0:

/(s) = (a+35%)(34bs®) — (as +5)2bs  (a+9)(3+ 3b) — (as + 35)2bs
A (3 + bs?)?2 - (3 + 3b)?

— 3+30#0
(a+9)(3+3b) — (as + 3s)2bs =0

=0 <=

Empleando que a = 3b, obtenemos:
(364+9)(3+3b)—(30+3)2bs* = 0 = (3+3b)(3b+9—6b) =0 = —3b+9=0=—=10b=3

Por tanto, a = 9, b = 3. Calculamos ahora las tres primeras iteraciones con
zo = 1 (aunque no hayamos demostrado la convergencia):

n Tn
0| 1
1|1,666667
2 1 1,732026
31 1,732051

Ejercicio 1.1.1.10. Se desea aplicar un método iterativo del siguiente tipo para
obtener /7.

7 72

Tpp1 =P Tntq - —5 +7r —

ajn xn

Halle los valores de p, q, r para que la convergencia local del método sea al menos
cubica. Realice dos iteraciones partiendo de zy = 2.

Definimos la funcion siguiente:

g: R* — R
7 49
T = prtq —5+r —
x x
Sea ahora s = /7, de la cual tan solo conocemos que s* = 7. En primer lugar,
es necesario probar que s es un punto fijo de g:

7 49
s:g(s):p~s+q-8—2—l—r-s—5

14
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Dividiendo entre s (que sabemos que es distinto de 0), obtenemos:

7 49 7 49
l=p+q 5+r-—w=1=p+tqg s+r-—=1l=p+qg+r
53 56 7 49

Por otro lado, para asegurar la convergencia local al menos cibica, es necesario
que ¢'(s) = ¢"(s) = 0:

_7-2q_49-57"

g(s)=p-—3 5 =0=p-2-5r=0
7-2-3 49.5-6 6 30
S S S S

Por tanto, el sistema de ecuaciones a resolver es:

prqg+r=1
p—2¢—5r=0
q+5r=0
De la tercera ecuacién, obtenemos ¢ = —5r, y sustituyendo en la segunda obte-

nemos p = q. sustituyendo en la primera ecuacion, tenemos:

p =75/
—57"—57’+7":1=>—9r:1:>7":—§:> q=5/9
r = -1

Realizamos ahora las dos primeras iteraciones con xy = 2 (aunque no hayamos
demostrado la convergencia):

n ‘ Tn
0 2
111,9131944
2 11,9129312

Ejercicio 1.1.1.11. Sea f(x) = 2° + 2* — 1.

1. ;Cudntas raices tiene la ecuacién f(z) = 0 en el intervalo [0, 1]?

Podriamos demostrarlo estudiando la monotonia y haciendo uso del Teorema
de Bolzano, pero de cara al iltimo apartado lo haremos calculando la sucesién
de Sturm. Definimos:

fo(z)

p(r) =2 +2* -1
fi(x) )

fi(x) = 52 + 22

Calculamos ahora fo(z).

x® 4+ 22—1|5z*+ 2
5 2.2 1

— 1z — =T
32 -1

15
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Para simplificar, establecemos:

fa(z) = =5 R(fo(x), f(z))

= -5 (g:cZ — 1)

= —32°+5
Calculamos ahora f3(z).
5zt + 2z — 322 +5
4, 252 5.2 _ 25
-5t + 2w —3xt =
%xQ + 2z

35 2 125

125

2z + =2

Para simplificar, establecemos:

f3(x) = =9 R(fi(x), f2(x))

125
—_9.(2 -
(:lr—l- 9)

= —18x — 125
Calculamos ahora fy(z).
— 322 +5] — 18z — 125
3x2 + %5 x %x — %
125
_ 135 15625
6 108
15085
108
Para simplificar, establecemos:
108
fa(@) = —1ogs - Blfa(2), f3(2))
_ 108 15085
~ 15085 108

fo(x) =2° +2° -1
fi(z) = 5a* + 2z
folx) = =32° +5
fs(z) = =18z — 125
fa(z) =1
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Antes de separar las raices, calculamos un intervalo en el cual estén todas las
raices. Para ello, calculamos:

a=mix{l,1,1} =1

Por tanto, tenemos que todas las raices de la ecuacién 2° + 22 — 1 = 0 estdn
en el intervalo [—2,2]. Separamos ahora las raices:

v | sgn(fo()) | sgn(fi(x)) | sgn(fa(x)) | sgn(fs(z)) | sgn(fi(x)) | N® Cambios Signo
2 - - - = - 3
I - - ~ - 3
0 - 0 + - - 3
1 - + + - + 2
2 - - - - - 2

Por tanto, tan solo tiene una raiz real, y esta en el intervalo [0, 1].

2. Pruebe que el método de iteracion funcional

converge en el intervalo [0, 1] a una raiz de f(z) = 0.

Comprobemos en primer lugar que tiene puntos fijos. Tenemos que:

1 9 1
—

5, ,.2
- = — = =
3+ 1 3+ 1 ’+r°—-1=0 < f(z)=0

g(x) =1 <= z =

Por tanto, ¢ tiene como tnico punto fijo la raiz de f en [0, 1].

Comprobemos ahora que su primera derivada estd acotada por uno. Cal-

culémosla:
, 3 4+1 =322 3 x?
= e T T @
" 3 2x(z®+ 1)Y2 — 223/ (2 +1)7%. 322
gr) == (23 + 1) -
3 2z(@®+1)—a* 3232
-2 (@3 + 1)
o 12z(@®+1)—2®-9-32>  —152" + 12z 3x(5z® —4)
T 423 4 1)% T 4@+ 1) 4B+ 1)

Por tanto, los candidatos a extremos relativos de ¢’ son el 0y </4/5. Estudiamos
la monotonia en [0, 1]:

» Sixz e [0, /5], entonces g"(z) < 0.
» Six €]/45,1], entonces ¢"(z) > 0.

17
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Evaluamos en el minimo local y en los extremos del intervalo:

9'(0)=0
J ( 3 4/5> _ _§ . v 16/25 _ V12500 ~ —0.,53
RO
3 1 3
g (1) = ——— =~ —0,53

222 42

Por tanto, uniendo ambos resultados, para cada x € [0, 1] se tiene que:

-0,53< ¢(z) 0= 1J'(2)| <1

Por tanto, g es contréctil. Notemos que no es necesario demostrar que g ([0, 1]) C
[0, 1] ya que ya hemos demostrado la existencia y unicidad del punto fijo. Por

tanto, por el Teorema de Convergencia de los Métodos de Iteracion Funcional,

el método de iteracién funcional converge al punto fijo de g en [0, 1], que es la

raiz de f en [0, 1].

3. Localice todas las raices reales de f(z).
Ya se ha realizado en el primer apartado.
Ejercicio 1.1.1.12. A partir de la grafica de y = f(z) que se muestra, determine
graficamente las dos aproximaciones siguientes que generan los métodos de Newton-

Raphson y de la secante partiendo de las semillas que aparecen en cada caso. Deduzca
si hay convergencia y hacia qué solucién de f(z) = 0.

1. Método de Newton-Raphson: El enunciado se muestra en la Figura 1.1, y la
solucién en la Figura 1.3.
Podemos intuir que el método de Newton-Raphson convergera a la segunda
raiz de f comenzando por la izquierda.

2. Método de la secante: El enunciado se muestra en la Figura 1.2, y la solucién

en la Figura 1.4.

Podemos intuir de nuevo que el método de la secante convergera a la segunda
raiz de f comenzando por la izquierda.

Ejercicio 1.1.1.13. Se considera la ecuaciéon ze ™* + 1 = 0 y los métodos de
iteracion funcional z,1 = g(z,) dados por las funciones

gi(z) = —ez/3, ga(z) = 61/3,

x —e?
g3(x) = 3In(—x), ga(x) = 5

1. Encuentre un intervalo de amplitud 1 donde haya una tnica raiz de la ecuacion.

Definimos la siguiente funcion:

f: R — R
r — xe P41

18
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U/

Figura 1.1: Semilla para el método de Newton-Raphson en el Ejercicio 1.1.1.12.

Zo

€

Figura 1.2: Semilla para el método de la Secante en el Ejercicio 1.1.1.12.

T : Zo

Figura 1.3: Solucién para el método de Newton-Raphson en el Ejercicio 1.1.1.12.
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\
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1
|
[ ]

X1 T2

Figura 1.4: Solucién para el método de la Secante en el Ejercicio 1.1.1.12.

Tenemos que f € C*(R), y ademads:

f(0) =

f(=)==€"41<0 = 7 >1 = e>1

Por tanto, la ecuacién ze ** + 1 = 0 tiene una raiz en el intervalo [—1,0].
Veamos ahora si es la tinica en dicho intervalo.

f/(x):e_x/3—§e_w/3:e_$/3 (1—%) =0 < =3

Por tanto, como f’ no se anula en [—1, 0], entonces f es inyectiva en [—1,0], y
por tanto la raiz en [—1, 0] es tnica.

2. Averigiie cudles de los métodos propuestos son compatibles con la ecuacién
dada; es decir, para cudles de ellos la solucién es punto fijo.

0=z —

91(1’) —p = —B =g = —B = g — ¢
e pe P41 =0 — f(x) =0

@pr)=1 = P == 1>0= 2 ¢[-1,0] = g, no es compatible

g3(x) =1 <= 3ln(—z) =2 < In(—z) =2/3 < In(1) —In(—z) = —2/3 <=
= Y a)="13 = YYo= = 2P +1=0 < f(z)=0

x — e

2
= —1l=g¢ P — f(x)=0

=y = 1—-P =2 — —P =g

g4(x) =1 <=

Por tanto, vemos que g1, g3 v g4 son compatibles con la ecuacién dada, mientras
que g2 no lo es.

3. De entre los métodos compatibles con la ecuacién jcudles son convergentes
localmente? Justifique la respuesta.

Sea s una raiz de f. Ya hemos visto que s serd un punto de fijo de g; para
i € {1,3,4}. Para estudiar la convergencia local, necesitamos acotar la primera
derivada en un entorno de s, y como desconocemos el valor de s, hemos de
acotarla en todo el intervalo [—1, 0].

20
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= Para g;:

1 1 1
(@) = ge < g =5 <1 Vrel-10]

Por tanto, g; es convergente localmente.

= Para gs:

3
lgh(z)] = —=>3>1  Vze[-1,0]

z|
Por tanto, g3 no es convergente para ningin z € [—1,0].

= Para gy:

1 1 1 1 2
<=(14+=ze”)<=(1+2)==2<1 Veel-1,0
2(+36> 2<+3> 5 < xe| ]

Por tanto, g4 es convergente localmente.

gh(a)] = 5 |1 - 5e

, 1 1 .,
3

4. De entre los métodos convergentes localmente ;cudl es el mas rapido? ;Por
qué?

En primer lugar, estudiamos si la primera derivada se anula o no. Sabemos
que:

1
gi(z) = —gez/?’ #0  Vaxe[-1,0]

1 1
gh(z) = 3 (1 - gez/3> =0 < 7 =3 < 2 =3In(3) ¢ [-1,0]

Por tanto, vemos que ambos tienen orden de convergencia lineal. Por tanto,
para comparar cual de ellos es mas rapido, hemos de estudiar el valor de la
constante asintotica del error. Notemos por C; y Cy las constantes asintéticas
de g1 y g4 respectivamente, y sea s la raiz de f en [—1,0]. Entonces, sabemos

que:
1. 1 1. 1 1.
Ci=lgell = 3¢ Ci=dit) =g |13 =5 (1-5¢)
Comparémoslas:
Loos 1 Looss Lya 1 o/
C1<C'4<:)§e <§ 1_56 — ;¢ <§<:>6 <1 < s<0

Como s € [—1,0], entonces C; < Cy. Por tanto, como a menor constante
asintotica, mayor velocidad de convergencia, entonces g; es mas rapido que gy.

5. Para el método con mayor velocidad, aplique Steffensen con semilla g = —0,5
hasta que dos iteraciones consecutivas disten menos de 1073.
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Desarrollamos en primer lugar la aceleracién de Aitken. Fijado n € N, tenemos
que:

Aa:n = Tp+1 — Tn

2
Ax, = AAx, = Axpig — Axy = Tpao — 20501 + 2

Por tanto, la aceleracion de Aitken es:

* _ (Awy,)?
Ty =T Ao
Por tanto, aplicamos Steffensen a g; con semilla ¢y = —0,5:
g1 Az, A%z, Steffensen
—0,5
—0,846482
—0,754152 | —0,346482 | 0,438811 | —0,773579
—0,773579
—0,772703
—0,772929 | 0,000876 | —0,001101 | —0,772883
—0,772883
—0,772883
—0,772883 ~0 ~ 0 —0,772883

Ejercicio 1.1.1.14. Supongamos que se modifica el método de biseccién cambiando
el punto de division del intervalo por el valor a + I’_T“ (porque se cree que la solucién
estd mas cerca del extremo a). ;Es convergente dicho método? ;Cuél es la cota del
error absoluto después de n iteraciones?

Sea a,, la sucesién de extremos izquierdos de los intervalos en la n-ésima iteracién,
y sea b, la sucesion de extremos derechos de los intervalos en la n-ésima iteracién.
Entonces, por el Teorema de Bolzano aplicado a cada intervalo, tenemos que:

ds € [a,b] tal que s € [a,,b,], f(s)=0  VYneN

Definimos ahora la sucesion de longitudes de los intervalos [, = b,, — a,,. Calcula-

mos ahora la longitud de los intervalos en la n 4 1-ésima iteracién. Fijado el punto
b, — ay

de dision m,, = a, + , caben dos posibilidades, quedarnos con el intervalo
[a,,, my] o con el intervalo [m,,, b,].

= Si optamos por el intervalo [a,, m,]|, entonces:

Gp41 = Ap
b, —a b, —a [
+1=m an + +1 +1 = Gn+t1 3 3
= Si optamos por el intervalo [m,,, b,], entonces:
b, — ay,

Qpy1 = My = Qp + 3
bn-l—l = bn

] b 3b, —3a, — b, +a, 2b,—2a, 2,

n = n —_ a’TL = = = —

+1 +1 +1 3 3 3
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En cualquier caso, tenemos que:

(1, 2, 2 2\ 2 2\ "t 2\ "

Tomando limite cuando n — oo, por el Lema del Sandwich, tenemos que:
{a, = b} ={l.} =0

La sucesién {a,} es creciente y acotada superiormente por b, y la sucesién {b,}
es decreciente y acotada inferiormente por a. Por tanto, ambas sucesiones son con-
vergentes, digamos que a,, — a* y b, — b*. Por tanto, por la unicidad del limite,
tenemos que:

0= lim (l,) = lim (b, —a,) =b"—a" = a" =b"
n—oo n—oo
Por tanto, ambas sucesiones convergen al mismo limite, llamémosle L. Ademas,
previamente hemos visto que 3s € [a, b], con f(s) = 0, tal que:

a, <s<b, neN

Tomando limite cuando n — oo, por el Teorema del Sandwich, tenemos que
L = s. Por tanto, veamos que la sucesion formada por este método converge a s:

s— S

bn_ n
{mn}:{an+ 3@}_}8_’_ 3 =S

Por tanto, el método es convergente. Por otro lado, la cota del error absoluto
después de n iteraciones es:

9 n+1
|€n| = |S —mn| g ln+1 < (g) (b— (I)

En conclusion, el método es convergente, y la cota del error absoluto después de
n iteraciones es mayor que la del método de biseccién original, por lo que no hay
garantias algunas de que sea preferible este método al original.

Ejercicio 1.1.1.15. Demuestre el teorema de convergencia global de los métodos
de iteracién funcional para sistemas.

Observacion. Generalice al caso k-dimensional la demostracién del teorema de con-
vergencia global de los métodos de iteracion funcional unidimensional.

1. El primer paso se tiene de forma directa por el Teorema del Punto Fijo de
Banach, que ya se demostré en Analisis Matematico I para R™.

2. Sea S el punto fijo de G. Tenemos que:
[ X =S| = |G(Xa-1) =G| < LI Xpr =S| < ... < LY Xo—=5S]  VneN

Tomando limite cuando n — oo, tenemos que:

lim | X, - S||=0= {X,} = S
n—oo
Por tanto, el método es convergente.
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3. Busquemos ahora una cota del error. Necesitamos para ello eliminar la depen-
dencia de S de la cota anterior. Tenemos que:

[Xo = Sl = [[Xo = X1+ X1 = S| < [[Xo = Xu| + [[ X2 = S| < | Xo = Xa|| + L[ Xo = 5

Despejando || Xy — S|

1 Xo — S|l < |Xo — Xu| + L[| Xo — S|
(1= L)[|Xo = S[| < [[Xo — Xu
1
[ Xo =S|I < EHXO — Xu
Por tanto, la cota del error es:
L’n

[En]l = [| X7 = S| <

(1% - X

k
Ejercicio 1.1.1.16. Sea D = [][a;,b;] y sea G : D — R* con G = (g1,..., k)
i=1
tal que G € C'(D). Demuestre que si existe L € |0,1[ tal que Vi,j = 1,...,k se
verifique

d9; L
9:(z) <— VreD,
8(13]' k?
entonces (G es contractil.
Observacion. Considere la norma || - {|; 0 || + ||co-

Para cada © € G, consideramos JG(x), que es la matriz jacobiana de G en z.
Calculamos su norma 1, que es el maximo de las sumas de los valores absolutos de
las columnas de JG(z):

k
HJGthlzjgﬁxk{Ej

77777 -
=1

dgi(x)
&cj

k

L
< mé “ U s _
}\jgaxk{zk} jgiaxk{L} L

=1 ) 77

Por tanto, por el Teorema del Valor Medio en R*, tenemos que:
1G(x) =Gyl < Lllz =yl Vo,yeD

Por tanto, G es contractil, con constante de Lipschitz L < 1.

Ejercicio 1.1.1.17. Se considera el sistema de ecuaciones

2% —y? 7
_ R
2 Tro =Y
R
Ty — —=0.
y-y+g

1. Demuestre que tiene una tinica solucion en el rectdngulo D = [0, 0,4] x [0, 0,4].

Definimos las siguientes funciones:

g1 : D — R
22—y 7
> T :

(z,y) —
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go : D — R
1
(@) — ay+g
Veamos en primer lugar que ¢;(D) C [0,0,4]. Sean z,y € [0,0,4]. Entonces:
042 7 22—y T 04% 7
2l 7 ——— 4+ — < = 7S5t 5 ~0,
5 g Top Sy =Ty g S Ty T gy R 0T

Por tanto, g;(D) C [0,0,4]. Veamos ahora que go(D) C [0,0,4]. Sean de nuevo
z,y € [0,0,4]. Entonces:

1 1 1
g2(z,y) = 2y + 9 <04-04+ g™ 0,271

= <

9
Por tanto, go(D) C [0,0,4]. Definimos ahora G = (g1, g2). Tenemos por tanto
que G : D — D. Veamos ahora que G es contractil. Para ello, calculamos la
matriz jacobiana de G:

0 0

%(%y) aiyl(x,y) v —y
JG(z,y) = %(x ) %(:p ) :(y x)

ax Y ay 7y

Calculamos ahora la norma de esta matriz:
|JG(z,y)|l1 = max {|z[ + | —y|,|y| + |z|} = méx{z +y,y + 2} =2 +y <2-04=08

Por tanto, G es contractil, con constante de Lipschitz L = 0,8 < 1. Por tanto,
por el Teorema del Punto Fijo de Banach, G tiene un tnico punto fijo en D.
Ademas, sabemos que X € D es un punto fijo de G si y solo si X es solucién
del sistema de ecuaciones. Por tanto, el sistema de ecuaciones tiene una tnica
solucion en D.

2. Encuentre una sucesion que converja a dicha solucion, justificando la respuesta.

Por el Teorema de Convergencia Global de los Métodos de Iteraciéon Funcional
para Sistemas, sabemos que el siguiente método es convergente al punto fijo
de G para cualquier semilla X, € D:

Xn = G(X,) Vn e N
En forma matricial, tenemos que:

. T —Yn T
( n+l) — 5 + ﬂ VTL c N
Ynt1 TnYn + 1/9

Aunque no lo piden, calculamos las dos primeras iteraciones del método itera-
tivo para la semilla X, = (0,1, 0,2):

n T Yn
0] 01 0,2
10,276667 | 0,131111
2 | 0,321344 | 0,147385
31 0,332436 | 0,158472
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3. Calcule, tomando zo = (0,1,0,2), las dos primeras iteraciones del método de
Newton-Raphson para el sistema.

Definimos las siguientes funciones:

fli R? — R
22 —
fg! R? — R
1

(z,y) — zy—y+g

Calculamos ahora la matriz jacobiana de F' = (f1, f2):

%(%y) —%fl (z,y) r—1 —y
8—$($7’y) a—y(% )

Calculamos ahora el jacobiano de f en punto arbitrario (x,y) € D:

[JF(z,y)| = (=1 +¢y*>0  VY(z,y) €D

Por tanto, 3JF(z,y)™!, y por tanto, el método de Newton-Raphson es aplica-
ble. Este es:

Xpa1 = Xy — JF(X,)) ' F(X,)

Para resolverlo, tenemos dos opciones:

Opcién 1 Calcular la inversa de JF(z,y).

Tenemos que:

Y

1)

Por tanto, en forma matricial, el método de Newton-Raphson es:

1 r—1
-1
e = g (7

Ty — Yn 7
i) ") TR e 1) | ]

Como vemos, los calculos no son directos, puesto que hay que realizar
diversas multiplicaciones de matrices a la hora de evaluar. No obstante,
son calculos sencillos. El resultado es:
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n Tn Yn
0] 0,1 0,2
1]0,30327 | 0,16863
20,3327 | 0,1666
310,33333 | 0,166667
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Opcién 2 Sin necesidad de calcular la inversa de JF(x,y).

En este caso, el método de Newton-Raphson es:

Xpp1 = X, — JF(X,)'F(X,,)
AX, = —JF(X,) 'F(X,)
JF(X,)AX, = —F(X,)

En cada paso, calcularemos A X, resolviendo dicho sistema de ecuaciones,
y asi podremos obtener posteriormente X,, .. Los calculos son igualmente
tediosos, pero siguen sin ser tediosos. De esta forma, si es cierto que nos
ahorramos el célculo de la inversa de JF(z,y), pero a cambio, hemos de
resolver un sistema de ecuaciones en cada paso. El resultado es el mismo
que en la Opcion 1.

Ejercicio 1.1.1.18. Se considera el sistema de ecuaciones

r —xy = Y1,

vt —y=-1s.

1. Demuestre que tiene una unica solucién en el rectangulo D = [0, /8] x [0, 1/4].

Definimos las siguientes funciones:

g1 : D — R
(,y) +— xy+ e

go : D — R
(r,y) — 2*+1s

Veamos en primer lugar que ¢g;(D) C [0,1/s]. Sean = € [0,1/s] e y € [0,1/4].
Entonces:

1
0< gi(z,y) =2y + — <

11 1 1 1 3 4
16 =8 4

1
T 3216 3232 3

Por tanto, g1(D) C [0,1/s]. Veamos ahora que go(D) C [0, 1/4]. Sean de nuevo
x € [0,1/s] e y € [0,1/4]. Entonces:

0 < (i) b 1 1P 1119 161
X {L‘, =X - X = _ = — _—= — - =
92\T Y 858 "8 648 6464 4

Por tanto, go(D) C [0,1/4]. Definimos ahora G = (g1, g2). Tenemos por tanto
que G : D — D. Veamos ahora que G es contractil. Para ello, calculamos la
matriz jacobiana de G:

0 0

%(ﬂf,y) aiyl(x,y) y
TG = %(w ) %(x ) :<21’ 0)

ax 7y ay 7y
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Calculamos ahora la norma de esta matriz:

1 11 3
|JG(z,y)|l1 = méx {|y| + |z|,|22|} = méx{x + y,22} < méx{g + 7 Z} =3 <1

Por tanto, G es contractil, con constante de Lipschitz L = 3/s < 1. Por tanto,
por el Teorema del Punto Fijo de Banach, G tiene un tnico punto fijo en D.
Ademas, sabemos que X € D es un punto fijo de G si y solo si X es solucién
del sistema de ecuaciones. Por tanto, el sistema de ecuaciones tiene una tnica
solucién en D.

2. Encuentre una sucesion que converja a dicha solucion, justificando la respuesta.

Por el Teorema de Convergencia Global de los Métodos de Iteraciéon Funcional
para Sistemas, sabemos que el siguiente método es convergente al punto fijo
de G para cualquier semilla Xy € D:

3. Calcule, tomando xy = (0,1,0,2), las dos primeras iteraciones del método de
Newton-Raphson para el sistema.

Definimos las siguientes funciones:

fli R? — R
(z,y) — z—ay—"1)0

fgi R2 — R
(z,y) — 2*—y+1s

Calculamos ahora la matriz jacobiana de F' = (f1, f2):
_($, y) _([B, y)
0 0 l—y —x
JF(z,y) = a}; o, = ( Y )

Calculamos ahora el jacobiano de f en punto arbitrario (x,y) € D:

1 1\?2 3 1 24 1 23
JF = (y—D+222 < (= —1)42(=) =—4—==-"4—=-Z<0
TF(z,y)] = (y—1)+2z (4 >+ (8) SR

Por tanto, 3JF(z,y)™!, y por tanto, el método de Newton-Raphson es aplica-
ble. Este es:

Xp1 =X, — JF(X,)'F(X,)

Para resolverlo, optamos por la primera opcién, calculando la inversa de JF'(z, y):

FC) S — (_1 ’ )

(y=1) 222 \ 22 1—y
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Por tanto, en forma matricial, el método de Newton-Raphson es:

Tny1\ _ (Tn) 1 l—yn —xn)\ (Tn — 2y, — Y16
Yni1)  \Un)  (u—1) 4222\ 22, 1)\ 2} —yn+/s
Como vemos, los célculos no son directos, puesto que hay que realizar diversas

multiplicaciones de matrices a la hora de evaluar. No obstante, son calculos
sencillos. El resultado es:

Tn Yn

0,1 0,2
0,06923076923077 | 0,12884615384615
0,07184796591410 | 0,13015528048751
0,07185252471221 | 0,13016278528674

W = O3
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1.1.2. Relacion 2

Ejercicio 1.1.2.1. Sea la funcién f(z) = €* — ax? con a € [3,4].

1. Demuestra que tiene una raiz negativa, otra raiz en [0, 1] y otra mayor que 1.

Evaluamos f en los extremos del intervalo [0, 1]:

fl0)y=¢€"—a-0°=1
fy=e'—a-1’=e—-a<0+=ce<a

Calculamos ademés los limites de f en +oo:

Iim f(z) = lim e* — a2’ = lim —ar® = —oc0
T——00 T—r—00 T——00

lim f(x) = lim e* — az® = 00

T—r00 T—00

Para demostrar lo pedido, y debido a que f es continua, emplearemos el Teo-
rema de Bolzano.

» Como lim f(x) = —ooy f(0) =1 > 0, por el Teorema de Bolzano, f
T—r—00
tiene una raiz en R™.

» Como f(0)=1>0y f(1) =e—a <0, por el Teorema de Bolzano, f
tiene una rafz en [0, 1].

» Como f(1)=e—a <0y lim f(x) = oo, por el Teorema de Bolzano, f
T—r00

tiene una raiz en [1, ool.

2. Demuestra que z = gi(x) = /< y @ = go(z) = —y/ % son ecuaciones equiva-
lentes a la de partida.
Partiendo de las ecuaciones dadas, elevamos al cuadrado ambos lados, llegando

en ambos casos a:

=" = a-1’=¢" < & —ar’=0

Por tanto, efectivamente son equivalentes. La ecuaciéon x = ¢;(x) tiene sentido
para z > 0 y la ecuacién z = go(z) para = < 0.
3. Toma a = 3. Demuestra la convergencia local hacia la raiz préxima a —0,5

partiendo de xo = 0 usando go(z) y realiza dos iteraciones.

Trabajaremos en el intervalo [—1,0]. Veamos que ¢> ([-1,0]) C [-1,0]. Para
ello, como gy € C*(R), calculamos su derivada:

Gr)=———= —=- <0 VzeR

er a ex
2\/< 2a4/%
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Por tanto, tenemos que gs es continua y estrictamente decreciente en R.
Ademas, evaluamos g en los extremos del intervalo:

e 1
)=/ =~ 035
N e
0 1
§2(0) = /S = —— ~ —0,58

Por tanto, g» ([—1,0]) = [—L —L] C [-1,0]. Por tanto, podemos conside-

V37 V3e
rar go : [—1,0] — [—1,0]. Veamos ahora que g, es una contraccién en [—1, 0]:

eO

e* er
9(0)| = | == | = = < — =
6/5] 65 65

Por tanto, go es una contraccién en [—1,0]. Por el Teorema del Punto Fijo,
go tiene un unico punto fijo en [—1,0]. Ademads, la sucesién x,11 = ga(x,)
converge a dicho punto fijo para cualquier zy € [—1,0].

Veamos ahora las primeras dos iteraciones tomando xy = 0:

~047<1  Voe[-1,0]

n ‘ Ty, ‘ g2(xy)

0 0 —0,57735
1] —-0,57735 | —0,4325829
2| —0,4325829 | —0,4650559

4. Toma a = 3. Demuestra la convergencia local hacia la raiz préxima a 1 par-
tiendo de zp = 0 usando ¢, (x) y realiza dos iteraciones.

Trabajaremos en el intervalo [0,2]. Veamos que g; ([0,2]) C [0,2]. Para ello,
como g; € C*°(R), calculamos su derivada:

ea:

gi(z) = —gs(x) = . \/:

Por tanto, tenemos que g; es continua y estrictamente creciente en R. Ademas,
evaluamos ¢; en los extremos del intervalo:

>0 Vr e R

(0) = —gs(0) = /& = L ~ 058
g1 = —92 = 3—\/§~,
e? e
2) =4/ — = — =~ 1,5694
gl() 3 \/g )

Por tanto, ¢; ([0,2]) = [\%, \/ig} C [0,2]. Por tanto, podemos considerar g¢; :
[0,2] — [0, 2]. Veamos ahora que g; es una contraccién en [0, 2]:

lg1(x)] = |ga(2)] = L cles T 36-% = " <12 <= r<Inl2x~248

e(l)
6 3
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Por tanto, g; es una contraccién en [0,2]. Por el Teorema del Punto Fijo, ¢
tiene un unico punto fijo en [0, 2]. Ademads, la sucesién z,,+1 = ¢1(x,,) converge
a dicho punto fijo para cualquier xy € [0, 2].

Veamos ahora las primeras dos iteraciones tomando xy = 0:

‘ Ln ‘ g1(zn)
0 0,57735
0,57735 | 0,770565
0,770565 | 0,848722

N~ O3

5. Toma a = 3. Comprueba que la raiz mayor que 1 estd en [3,4]. Demuestra
la no convergencia hacia la raiz préxima a 4 partiendo de xg muy proximo
a ella (pero diferente de ella) usando g;(x) y encuentra una funcién para la
iteracion funcional, alternativa a las anteriores que converja a la raiz cercana
a 4. Partiendo de xy = 3,98 obtén x; y x5 con el método propuesto.

Evaluamos f en los extremos del intervalo [3,4]:

fB)=e"-3.-32=¢-3"<0
fA)=e*—-3-42=¢e*-3-42>0

Por tanto, por el Teorema de Bolzano, f tiene una raiz en [3,4].

Para estudiar la no convergencia hacia la raiz proxima a 4 partiendo de xg
muy proximo a ella, anteriormente vimos que:

1§/ (z)] <1 <= z<Inl12~248

Por tanto, como el punto fijo s estd en [3, 4], tenemos que ¢'(s) > 1. Por tanto,
la sucesién z,,11 = g(x,) no converge a s si xry es muy proximo a s.

Para encontrar una funcién que converja a la raiz proxima a 4, tenemos que:

2

f(z) =0 <= ¢€" =ar’ <= z = In(az?)

Por tanto, consideramos la funcién h(z) = In(3z?). Veamos que h([3,5]) C
[3,5]. Para ello, calculamos la derivada de h:

_691;

Wiz) = 3x?

2
==>0 Vr e RT
x

Por tanto, h es continua y estrictamente creciente en [3, 5]. Ademads, evaluamos
h en los extremos del intervalo:

h(3) =In(3-3%) =In27 ~ 3,3
h(5) = In(3-5%) = In75 ~ 4,32
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Por tanto, h([3,5]) = [In27,In75] C [3,5]. Por tanto, podemos considerar
h:[3,5] = [3,5].
Veamos ahora que h es una contraccién en [3, 5):

2
— <
x

<1 V€ [3,5]

GV )

@l = 2| -

Por tanto, h es una contraccién en [3,5]. Por el Teorema del Punto Fijo, h
tiene un unico punto fijo en [3,5]. Ademds, la sucesién z,, 11 = h(z,) converge
a dicho punto fijo para cualquier zy € [3,5].

Veamos ahora las primeras dos iteraciones tomando xy = 3,98:

0 3,98 3,861176
113,861176 | 3,800556
2| 3,800556 | 3,7689

Ejercicio 1.1.2.2. Sea la ecuacién p(z) = z° — 822 + 20z — 15,2 = 0.

1. Prueba que no tiene ninguna raiz menor que 1.

Como p € C*°(R), podemos calcular la derivada de p y estudiar su signo:

p(r) =32 — 160 +20 =0 <=

16 + /162 —4-3-20 16 £4
T = \/23 @x:T@xe{zl%}

Por tanto, p es estrictamente creciente en |—o00, 2[. Tenemos que:

p(1)=1-8+20-152=-22<0

lim p(x) = —o0
Tr——00

Por tanto, deducimos que p no tiene raices menores que 1.
2. Prueba que Newton-Raphson converge partiendo de xq = 0 hacia la raiz mas

pequena y realiza dos iteraciones.

Tenemos que:

p(l) =-22<0
p(2) =8-32440—-152=08>0

Por tanto, por el Teorema de Bolzano, p tiene una raiz en [1, 2], y sabemos que
es Unica por ser p estrictamente creciente en |—oo, 2[. Por iltimo, es la raiz
mas pequena por no tener ninguna raiz menor que 1. Comprobemos ahora que
cumple las condiciones del Teorema de Convergencia del Método de Newton-
Raphson en [1,2]:

a) p(1)p(2) < 0.
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b) p'(x) # 0 en1,2[.
¢) p"(x) = 6x — 16 no cambia de signo en |1, 2[, ya que:
16 8

p'(x) =62 —-16=0 < x:E—§%2,67¢]1,2[

d) p(xo)p”(x0) = (=15,2) - (=16) > 0.

Por tanto, el método de Newton-Raphson converge en [1,2] a la raiz més
pequena partiendo desde zy = 0. Este método genera la siguiente sucesion:
px,) 3 — 822 + 20z, — 15,2
Tl = T ) T T 302 — 161, 20
23 —8a2 4+ 15,2
322 — 167, + 20

Por tanto, las dos primeras iteraciones son:

1,196844

3. Calcula la sucesion de Sturm y decide si existen raices multiples.

Definimos:

76
fo(z) = p(z) = 2* — 8% + 200 — —

5
fi(z) = fi(x) = 32® — 162 + 20
Calculamos ahora fy(x).

2? — 8% +20r — 2 |32% — 162 + 20

_ 3162 20
x+3a: 3 L

—§x2 +%$ —%
§ 2 1%k 160
3L e T+ 79
s, 16

or t 35

Para simplificar, establecemos:

fo(z) = =45 - R(fo(x), fr(z))

8 116
=45 o+
( o T 45)
— 40z — 116

Calculamos ahora f3(z).

322 — 162 + 20|40z — 116
87 3 73
— 3332 + 1—QLE E.’E — 200

— By 420
73, 2117
10 100

117

100
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Para simplificar, establecemos:

100

fa(x) = 17 R(fi(z), fo(7))

__lo 17
117 100

Por tanto, la sucesion de Sturm es:

I
—_

fo(z) = 2° — 82 + 20z — 15,2
fi(x) = 32 — 162 + 20

fo(z) = 402 — 116

fa(z) =1

Estudiemos ahora la existencia de raices multiples. Por el algoritmo extendido
de euclides, sabemos que:

med(fo, f1) = med(p,p) =1

Supongamos ahora que existe una raiz multiple de multiplicidad m > 1. En-
tonces:

p(x) = (x =)™ - g(x)
P (@) = (z—20)" " [m-q(x) + (z — 20)q (2)]

Entonces, (x — z)™! divide a p, p/, lo que contradice que med(p, p’) = 1. Por
tanto, no existen raices multiples. De forma general, como el ultimo resto no
nulo es contante, entonces no existen raices multiples.

4. Separa las raices reales de dicha ecuacién.

En primer lugar, buscamos acotar las raices reales. Tenemos:

a=20=|s| <21

Por tanto, sabemos que todas las raices reales estédn en [—21, 21]. Por el primer
apartado, sabemos que estdn en [1,21]. Separamos ahora las raices:

z_ | sgn(fo(x)) | sgn(f1(x)) | sgn(fa(x)) | sgn(fs(x)) | N® Cambios Signo
1 - - — + 3
2 + 0 - + 2
3 —~ —~ + + 1
4 - - + - 0
21 + - + + 0

Por tanto, tenemos una raiz en [1, 2], otra en [2,3] y otra en [3,4].

r—1

Ejercicio 1.1.2.3. Sea la ecuacién f(z) = e*~! — az® = 0 siendo a > 1.
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1. Demuestra que tiene al menos una raiz en [0, 1].

Como f es continua, podemos aplicar el Teorema de Bolzano. Evaluamos f en
los extremos del intervalo:

f(0)=et>0
f)y=e"—a=1-a<0

Por tanto, por el Teorema de Bolzano, f tiene al menos una raiz en [0, 1].

2. A partir de ahora considera a = 2. Calcula las dos primeras aproximaciones
T1 y X2 obtenidas con biseccién (siendo zp = 0,5). Indica el error maximo que
se comete con 5.

3

0 1 0,5 | 0,3565
1105 1 | 0,75 | —0,0649
210,5]0,75 | 0,625 | 0,1990

)

El error maximo que se comete con xy es:

1-0_1_ .,
Sz — g = 012

3. Realiza dos iteraciones con el método de la secante tomando como valores ini-
ciales (o semillas) zo = 0, x; = 1. Debes calcular z5 y x3.

El método de la secante se define como:

f(@n) (T — 20 1) _
f(In) - f(wn—l)
(et =220 (w0 — T 1)

eon—1 — 2x3 — eTn1-1 4 273 |

Tny1 = Tp —

:xn

Por tanto, las dos primeras iteraciones son:

n Tn
0] 0
1] 1
2 10,2689
3 10,4932

4. Evalia la funcién en la segunda aproximacién x, obtenida con biseccién e
indica, razonadamente con los resultados que se te han pedido, si se puede
asegurar, o no, que la segunda aproximacion obtenida con biseccién esta mas
cerca de la raiz que la segunda aproximacién obtenida con la secante.

Evaluamos f en x5 obtenido con el método de biseccion:
f(z2) = £(0,625) = 0,199 > 0
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Ademads, sabemos que f(0,75) < 0. Por tanto, si la raiz es s:

x9 = 0,625 <5 < 0,75

Como la segunda iteracion del método de secante es x3 = 0,4932, tenemos que:

3 = 0,4932 < x5 = 0,625 < s < 0,75

Por tanto, la segunda aproximaciéon obtenida con biseccién estd mas cerca de
la raiz que la segunda aproximacién obtenida con la secante.

2

Ejercicio 1.1.2.4. Considera la ecuacién z° = a siendo a > 0.

1. Se pretende usar el método de Newton-Raphson en la ecuacién anterior para
hallar la raiz cuadrada de a. Deduce que el método se puede expresar, en este

caso, de la forma
1 n a
Tpi1 == | Ty + —
+17 5 o

Sea la funcién f(z) = 22 — a. Aplicando el método de Newton-Raphson, tene-
mos:

f(xn) 2 —a Tn , @ 1 L
Tyl = T — =2, — =y — =4 — = |2, + —
i () 2, 2 2w, 2 T

2. Demuestra que el método es convergente partiendo de zo = méx{1,a}.

Si a = 1, entonces f(zo) = f(1) = 0. Por tanto, zy es raiz de f y hemos
terminado. Suponemos por tanto en adelante que a # 1.

Emplearemos el intervalo [min{1, a}, max{1, a}]. Calculamos la derivada de f:

fl(z)=2x VzeR

Demostramos ahora los 4 puntos necesarios para el Teorema de Convergencia
del Método de Newton-Raphson:

a) f(a)f(1) <O:
fla)=a*—-a=ala—1)f(1)=1—a
Por tanto:
fla)f(1) =a(a—1)(1 —a) = —ala—1)* <0

b) f'(x) # 0 en [min{1,a}, méx{1,a}|, pues el 0 no pertenece a dicho inter-
valo.

¢) f"(xz) =2 > 0 no cambia de signo en R.
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d) f(xo)f"(x0)

f(xo)f"(w0) = 2f(20) > 0 <= 25 >a <= (max{l,a})* >a

que sabemos que es cierto.

Por tanto, sabemos que el método de Newton-Raphson es convergente par-
tiendo de zp = max{1,a}.

3. Apoyandote en la expresién anterior obtén la segunda aproximacion xs de la
raiz cuadrada positiva de 13, partiendo de z¢y = 13.

Tomando a = 13, la segunda aproximacién de la raiz cuadrada positiva de 13
es:

4,428571

4. Determina la expresién del método de Newton-Raphson para la raiz cibica de
un numero diferente de cero y aplicalo dos veces para aproximar la raiz ciibica
de 13 partiendo de xy = 13.

3

Sea la funcién g(z) = z° — a. Aplicando el método de Newton-Raphson, tene-

mos:

3

g(xy) o —a Tn @ 1 9 4 &
Tpil = Tp — =T, — =T, ———+—== |2z, +—
o g'(xn) 32 3 322 3 2

n

Por tanto, tomando a = 13, las dos primeras iteraciones para aproximar la
raiz cibica de 13 son:

1| 8,692308
2 | 5,852224

Notemos que la convergencia a la raiz ctibica de 13 no la tenemos asegurada,
serfa necesario estudiarlo en este caso (similar al segundo apartado).

Ejercicio 1.1.2.5. Sea S la tnica solucién en el dominio cuadrado D = [0, 1] x [0, 1]
del sistema no lineal

ry? +4r—1=0
dyz* +6y—1=10
. Es convergente a S la sucesion de iteraciones del método de iteraciéon funcional

definido por
1

4492

Tpy1 =

1
= G
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cualquiera que sea la aproximacién inicial (zg,yo) € [0,1] x [0, 1]?

Podemos reescribir el sistema dado como sigue:

1
xr =
4+ 92
1
Y7 6+ 422
Definimos ahora la funcién siguiente:
G:(Gl,Gg)Z D — D

1 1
(z,y) — :
4+ 192" 6+ 4x?

Por tanto, la solucién del sistema dado es el punto fijo de G. Veamos ahora si el
método de iteracion funcional converge a dicho punto fijo. En primer lugar, veamos
que G(D) C D:

1

4+ 92
1

6 + 42

Gl(xa y) =

€ [0,1]
Go(z,y) = € [0,1]

Por tanto, G(D) C D. Veamos ahora que G es una contraccion en D. Para ello,
calculamos la matriz jacobiana de G:

0 W
4 2)\2
(6 + 422)?
Ademas, tenemos que:
2y 2 1
rppSeos el
8x 8 8
GraE S s g el

Por tanto, ||Jg(z,y)]le < 2/9 < 1. Como ademds sus derivadas parciales son
continuas, G' es una contracciéon en D. Por tanto, por el Teorema del Punto Fijo, G
tiene un tunico punto fijo S € D, y la sucesion:

converge a dicho punto fijo para cualquier X, € D. Por tanto, la sucesion de itera-
ciones del método de iteracién funcional converge a S para cualquier aproximacion

inicial (o, o) € [0, 1] x [0, 1].
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Ejercicio 1.1.2.6. Se sabe que f : [a,b] — R es una funcién continua en [a, b
y posee un unico cero en dicho intervalo. ;Se puede aproximar siempre dicho cero
mediante el método de biseccion?

No, no siempre se puede aproximar el cero de una funciéon mediante el método
de biseccion. Por ejemplo, sea la siguiente funcion:

f+ -1 — R
r — 22

En este caso, sabemos que hay una tnica raiz en [—1,1], que es x = 0. Sin
embargo, el método de biseccién no converge a dicha raiz, puesto que no hay un
cambio de signo en dicho intervalo, por lo que no podemos construir la sucesion x,,
que converge a la raiz. De hecho:

f(=1)=f1)=1>0

Por tanto, la condiciéon que falla es que no hay cambio de signo en el intervalo
[—1, 1], por lo que no se puede aplicar el método de biseccién en este caso.

Ejercicio 1.1.2.7. Se considera la ecuacién f(r) = 2® —x — 1 = 0. Se pide:
1. Demuestra que la ecuacién anterior tiene una tnica solucion real s.

Como f € C*(R), podemos calcular la derivada de f y estudiar su signo:

1
flr) =322 -1=0 <= 2=+—

V3

Estudiamos la monotonia de f, estudiando a su vez si hay raices en dicho
intervalo (por el Teorema de Bolzano):

= En } —00, — [: f es estrictamente creciente. Ademas:

1
V3

()=

1
Por tanto, f no tiene raices en } —00, ——— [

V3
1 1

= En } VNG [: f es estrictamente decreciente. Ademas:

11

Por tanto, f no tiene raices en } —
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= En } —, 400 [: f es estrictamente creciente. Ademas:

V3

f(1)=-1<0 f(2)=5>0
Por tanto, por el Teorema de Bolzano, f tiene una raiz en |1, 2.

Por tanto, f tiene una tunica raiz real s, y sabemos que:

s €]l 2|

2. Encuentra un intervalo [a,b] en el que al tomar cualquier punto =y € |a, b
como aproximacién inicial del método de Newton-Raphson aplicado a f(z)
se asegure que la sucesion de iteraciones de dicho método converja a s con
convergencia al menos cuadratica y demuestra que eso es asi.

Tomamos el intervalo [1,2]. Estudiamos la funcién f en dicho intervalo:

a) f(1)f(2) <0.
b) f'(z) #0en [1,2].
1

— <1l <= 1<V3 <= 1<3
7

Por tanto, f'(z) # 0 en [1,2].
c¢) f"(x) = 6x no cambia de signo en [1,2].
d) Comprobemos la ultima condicién:
S| _ -1 @5 4
f() 2 [ 1
Por tanto, el método de Newton-Raphson converge a s con convergencia al
menos cuadrética partiendo de cualquier punto zq € [1,2].

<

Para demostrar que efectivamente la convergencia es al menos cuadratica,
consideramos la funcién ¢ siguiente:

g: [1,2] — R

f(z)
r — T— ()
Dada la raiz s de f, entonces:
R ) R U
M= = e

Calculamos ahora la derivada de g:

o) -1 FEIE —FOFE) P
f'(s)? f'(s)?
Por tanto, el método iterativo de Newton-Raphson aplicado a f, que coincide

con el método iterativo de punto fijo aplicado a g, converge a s con convergencia
al menos cuadratica.

=1-1=0
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3. Calcula las dos primeras iteraciones del método de Newton-Raphson para re-
solver la ecuacién dada tomando como aproximacién inicial zo = 1.

El método de Newton-Raphson se define como:

f(xy,) -z, —1
Tyl = Tp — =g, - =
1 f(xy) 3x2 — 1

Por tanto, las dos primeras iteraciones son:

1,5
1,347826

n
0
1
2

Ejercicio 1.1.2.8. Se pretende estimar el valor de v/2 usando un método iterativo.

1. Determina justificadamente una funcién f y un intervalo [a, b] donde se pueda
aplicar el método de biseccién. ;Cuantas iteraciones son necesarias para con-
seguir un error inferior a 10747

Sea la funcién f siguiente:

f: R — R
r — x’ =2

Estudiamos la funcién f en el intervalo [1,2]:

fy=-1<0  f(2)=2"-2>0

Por tanto, por el Teorema de Bolzano, f tiene una raiz en |1,2[; y podemos
aplicar el método de biseccién en dicho intervalo. Calculamos el ntimero de
iteraciones necesarias para conseguir un error inferior a 10~%:

2-1 1
2n—|—1 _ 2n+1

<107 «— 2" > 10! —

e n+1>log,(10%) = 13,2877 < n > 12,2877

en <

Por tanto, necesitamos al menos 13 iteraciones para conseguir un error inferior
—4
a 107,

2. Determina justificadamente un intervalo [a,b] y un valor inicial 2y que per-
mita asegurar que el método de Newton-Raphson converge a v/2 y realiza 3
iteraciones del método.

Consideramos el intervalo [1,2]. Veamos que podemos aplicar el método de
Newton-Raphson en dicho intervalo:
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a) f(1)f(2) <0.
b) f'(z) = 72° no se anula en [1,2].
¢) f"(x) = 422° no cambia de signo en [1,2].
d) Comprobamos la tltima condicién:
1 —1 2 21 -2 261 63
}Cf((1))':’7‘<1 ]]'»f'((z))‘:7-26:7-25:7-32<1

Por tanto, el método de Newton-Raphson converge a v/2 para cualquier semilla
zg € [1,2]. Realizamos 3 iteraciones del método tomando zy = 1:

Tn
1
1,142857
1,107819
1,104127

oow»—o‘ﬁ

3. Se propone el método iterativo

8z, + 3%

Realiza 3 iteraciones del método empezando en el mismo valor zy del apartado
anterior.

Realizamos 3 iteraciones del método propuesto:

n Ty

0 1

1 1,1

2 | 1,1040893
3 | 1,1040895

4. ;Cudl de los dos métodos converge mas rapidamente a la solucién? Justifica
la respuesta.

En primer lugar, hemos de demostrar que si s € R es una raiz de f, f(s) =0,
entonces s es un punto fijo de la funciéon g definida como:
g: R — R
8z + 3x°
6 + 427

X

Tenemos que:
_88+388_8s+3-2s 14s

9= 5 a5 ~ 64a2 1"
De forma anéloga, definimos la funcién h empleada en Newton-Raphson:

h: R — R

f(z)
/()

r > T —
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Tenemos que h(s) = g(s) = s. Estudiamos las primeras derivadas:

(8 +8-3s7)(6 +4s") — (8s + 35%)(28s9) _

g(s) = 61 457)2
_ 8(1+3s")  28(8s"43sM)
T 6+4s7 (64 4s7)2
_8(1+3-2) 28(8-243-2)
6+4-2 (6 +4-2)2
: f'(s)f'(s) = f(s)f"(s) _ f(s)f"(s)
Ple) =1 i0E O

Como g,h € C(R") y s es un punto fijo de ambas funciones, entonces sabemos
que ambos métodos convergen a la raiz s con convergencia al menos cuadratica.
Estudiamos si convergeran con orden cubico:

3-7s%(6+4s) — (14 3s")(4 - 75%) B

g'(s) =8 (6 +4s7)?
08 8- 7s%+3-145"](6 4 4s7) — [8s7 + 35| - 2. 4755
- (6 + 4s7)3 B
375514 — 7(4- 755 8- 750 4+ 3- 285614 — 28 -2 4 - 75
=8 . —98. - =
14 14
=45° — 455 =0
/()" (s) + f(s)f"(9)1f'(s)* — 2f (s)f"(s) [ (s)f"(s) _

M) = )

(9)1"(5) + 26T ()1 (5) = 226 ()
o

OIS ) T8 6
BT s) 70

756 S

Por tanto, el método de Newton-Raphson converge a s con convergencia al me-
nos cuadratica, mientras que el método propuesto converge a s con convergen-
cia al menos ctibica. Por tanto, el método propuesto converge mas rapidamente
a la solucidn.

Ejercicio 1.1.2.9. Relacionado con la Sucesién de Sturm:

L. Sea {fo(x), fi(z),..., fm(z)} una sucesién de Sturm en el intervalo [a,b] y
ki € R con k; > 0 para ¢ = 0,...,m. Demuestra que si se define f; = k;f;,

entonces {fo(x), fi(z), ... ,fm(x)} es también una sucesion de Sturm en [a, b].

En primer lugar, como el producto de funciones continuas por una constante es
una funcién continua, f; € Cla, b]. Hemos de comprobar ahora las 4 propiedades
de la sucesién de Sturm:

a) Como fy € C'[a,b], entonces fo = kofy € C'la, b).
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b) Tenemos que:

fol@) = kofo(x) = 0 <= fo(z) =0 = fi(a) fa(w) # 0 =
= fo(x) fi(z) = koky fi(x) fi(x) # 0

donde hemos usado que kg, k; > 0.
¢) Fijado j =1,...,m — 1, tenemos que:

fi(@) =kifi(z) =0 = fi(z) = 0= f;1(2)fi11(2) # 0 =
= fim1(2) fi1(2) = kjokjn fio (@) fa () # 0

donde hemos usado que k;_1, k1 > 0.

d) fm(x) = ki fm(x) # 0 en [a,b].

Por tanto, {fg(x), filz), ..., fm(x)} es una sucesién de Sturm en |[a, b].

2. Dado el polinomio p(x) = z* — x + 1, determina justificadamente un intervalo

en el que estén contenidas todas sus raices.

Sea a € R el maximo de los valores absolutos de los coeficientes de p; es decir,
a = méx{1,1,1} = 1. Por el Teorema de Acotacién de Raices, sabemos que
todas las raices de p estan contenidas en el intervalo [—1 — a, 1 + o] = [—2,2].

3. Construye una sucesién de Sturm para el polinomio p y utilizala para deter-

minar el nimero de raices reales asi como intervalos de amplitud 1 en los que
se encuentran.

Definimos:

folz) =2 -z +1
fi(z) =32* -1

Calculamos ahora fo(z).

¥ —r+1]322-1

- + i T
>
s+ 1

Para simplificar, establecemos:

fa(x) = =3 R(fo(x), fi(x))

3 2 +1
= — . — =
3

=2xr—3
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Calculamos ahora f3(z).

322 1|22 -3
9 3 9
—3:1:2+—2x ST+ 3

%x -1

9 27

—ot T

f3(x) = 53 R(fi(z), fa(7))
4 23
e
— 1

Por tanto, la sucesion de Sturm para el polinomio p es:

T —m—l—l

()
()
()
(z) =

23
322
2

T

>

T

Separamos ahora las raices:

z_| sgn(fo(r)) | sgn(fi(x)) | sgn(fa(x)) | sen(fs(x)) | N® Cambios Signo
—2 - n - - 2
~1 + - —~ —~ 1
0 + - - — 1
1 - + - —~ 1
2 - + + —~ 1

Por tanto, p tiene una tnica raiz real, y esté contenida en el intervalo [—2, —1].

4. Realiza dos iteraciones del método de la secante para calcular de forma apro-
ximada el valor de la raiz mas pequena justificando la convergencia.

Tomemos como semillas los extremos del intervalo, xrg = —2 y x; = —1. El
método de la secante se define, para n > 1, como:

Tn — Tp—1

f(xn) - f(xn71>

Realizamos dos iteraciones del método de la secante:

Tp+1 = Tp — f(-rn) .

0 —2 -5

1 —1 1

2| -7 | 0,578704
313,101627
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Observacion. Con los conocimientos vistos, no podemos asegurar la conver-
gencia del método de la secante.

Ejercicio 1.1.2.10. Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:

1. Se pretende resolver la ecuacién f(z) = 0 utilizando el método de Newton-
Raphson sabiendo que es convergente localmente ;Qué debe cumplir (condi-
cién suficiente, no necesaria) la funcién f para que dicho método tenga con-
vergencia local al menos ctbica?

Sea [ el intervalo de convergencia en el que ademas se encuentra la raiz s de f.
Supongamos que f € C*(I) (algo que no es muy restrictivo por las funciones
que se suelen estudiar en cédlculo numérico).

Definimos la funcién g auxiliar siguiente:
g: I — R
x
5
Vemos que el método de Newton-Raphson para f consiste en el método itera-

tivo para g. Por tanto, estudiaremos el orden de convergencia para g. Como
f € CA(I), entonces, g € C3(I). Calculamos las derivadas de g:

f'(@)f () — (o) " (x) f'@)? = f@)f"(x) _ fa)f" ()

T +—

N (I LG
) = L@ @)+ J@ " @ @) = 2@ @) )" 0)
)= Fla)?

Supongamos ahora que f’(s) = 0, es decir, que no se trata de una raiz simple.
Distinguimos casos, donde m es la multiplicidad de la raiz s:

» m=2: f(z) = (x — s)%q(x) con ¢(s) # 0. Entonces:

)
2(x — s)q(x) + (x — 5)¢' () = (z — 5)[2q(2) + (x — 5)¢' (x)]
f"(x) =2q(x) +2(x — s)¢'(z) + (x — s) [2¢'(z) + ¢ (z) + (z — 35)¢" ()]

Por tanto, el método de Newton-Raphson para f tiene convergencia lineal,
pero no cuadrética (ni cibica).

» m >3 f(zx) = (x—s)"q(x) con ¢q(s) # 0. Entonces:

flle)=(z—s)"""r(x)  r(s)#0
f'(@) = (z—s)"?t(x)  t(s) #0
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Por tanto:
§(z) = (x —s)"q(z) (z —s)"2t(x) _ (x— )" ?q(a)t(x) _ q(x)t(z)
(o= s 2r(a)? (w=spr e )
q(s)t(s

Por tanto, el método de Newton-Raphson para f tiene convergencia lineal,
pero no cuadrética (ni cibica).

Por tanto, hemos de suponer m = 1, es decir, f'(s) # 0. En ese caso, los
denominadores no se anulan, y tenemos que:

YR
7= g =
" _f”(S) _ //8 —

Por tanto, si f € C*(I), f'(s) # 0y f"(s) = 0, entonces el método de Newton-
Raphson para f tiene convergencia al menos cubica.

2. Si sabemos que f tiene una tnica raiz real en el intervalo [—1,1], ;Cudntas
iteraciones del método de biseccion hay que realizar para conseguir un error
menor que 10777

Supongamos que podemos aplicar el método de biseccién en dicho intervalo;
es decir, que f(—1)f(1) < 0. Entonces:

1+1 1
+ =— <1077 <= 2" > 10" < n > 23,52

|6n’ < n+1 on

Por tanto, serdan necesarias, como maximo (ya que en iteraciones anteriores
podria haber un error menor) 24 iteraciones, y a partir de entonces el error
siempre serd menor que 1077,

3. (Es el método de Newton-Raphson para resolver el sistema F(X) = 0 inva-
riante frente a transformaciones lineales de F'?

Observacion. Que sea invariante frente a transformaciones lineales quiere decir
que la secuencia de aproximaciones { X, } es la misma si se aplica el método al
sistema F(X) = 0 o si se aplica al sistema AF(X) = 0, siendo A una matriz
no singular, partiendo del mismo vector inicial Xj.

Consideramos el método de Newton-Raphson para resolver el sistema F'(X) = 0:

Xpi1 = X — JE(X,)'F(X,) VYneN

Dada ahora A € GLg(R), consideramos ahora el método aplicado a AF(X) = 0:

Xi =X, — J(AF)(X;) " (AF)(X;)
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Por conocimientos de Analisis Matematico I, por ser F' diferenciale, entonces
AF es diferenciable con:

JAF)(X)=A-JF(X) VX eR*

Ademas, como A es regular, si JF(X) es regular, entonces J(AF)(X) también
lo es, cumpliendo:

(JAR)(X) ' =(A-JF(X) ' =JF(X)™ - A" VX eRF

Por tanto, tenemos que:

Xl = X, = JAF)(X;) Y(AF)(X,) = X}, = JF(X,) " A7 AL F(X)
= X, = JF(X,) ' F(X))

Por tanto, y partiendo de la misma semilla Xy = X, el método de Newton-

Raphson aplicado a F'(X) = 0 es invariante frente a transformaciones lineales
de F'; es decir,

X,=X, VneN

Ejercicio 1.1.2.11. El problema de trisecciéon de un angulo consiste en hallar las
razones trigonométricas de /3, conociendo las de o € |0, 7/2].

1. Llamando = = sen (%/3) y a = sen «r, demuestra que z es solucién de la ecuacién
—42% 4+ 3z —a = 0.

Tenemos que:

sen(a)

I
192}
@
=

) (g (2) (e (%)

o5t (5) = sen® ()] + os (3) [25en (3) eos (3)]
2 (3] o (a3

- 2 sen’ (%) +2 (1 - sen? (%))]

ot (5] o (§) (2

Por tanto, z = sen (¢/3) es solucién de la ecuacién —4z> + 3z — a = 0.

I
9
©)
=

I
0
@
=

Il
wn
o)
=)

I
0
@
=
TN T N TN TN

WIOW|IL2W|IL2W|L w|o

N— N N

2. Construye una sucesion de Sturm de polinomios asociada al polinomio dado
por p(x) = —42® + 3z — a y deduce que p tiene exactamente 3 raices reales.

Definimos:

fo(x) =p(z) = —42®> + 32 —a
filz) =p'(z) = — 122" +3
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Calculamos ahora fo(z).

—4*+3r—al — 1222+ 3

403 — 1 %x

2r —a

Para simplificar, establecemos:

fo(z) = =1 R(fo(x), f1(2))
=—1- (295 — a)
= —2rx+a

Calculamos ahora f3(z).

— 1222 +3| —2x+a
1222 — 6ax 6z + 3a

— bax +3
6ax — 3a?
(34 —3a?)

Para simplificar, establecemos:

fa(2) = - R(fu(a), fol))

3
_ _é. (3+ —3a?)
=—1+a®

Ademds, como «a € ]0,7/2[, entonces a € ]0,1[, por lo que —1 + a* < 0. Por
tanto, la sucesion de Sturm para el polinomio p es:

fo(z) = —42® + 3z —a
fi(z) = —122% 43
folz) = =2z +a

fa(x) = —1+a

Para ver cudntas raices reales tiene, en primer lugar hemos de acotarlas. De-

finimos:
- 3 a 3
= 1m _ — = —
«Q ax wiw 1

Por el Teorema de Acotacién de Raices, sabemos que todas las raices de p
. . . 7T
estan contenidas en el intervalo [—-1 — a, 1 4+ o] = Tl
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Para deducir cuantas raices reales tiene, hemos de estudiar los cambios de
signo de la sucesion de Sturm en los extremos del intervalo:

v | sgn(fo()) | sgn(fi(x)) | sen(fo(x)) | sgn(fs(x)) | N° Cambios Signo
-2 + - + - 3
0 - + + - 2
afs + + 0 - 1
1 - — — — 0
2 — — - - 0

donde las evaluaciones mas problematicas han sido:

3

fo(a/?):—4(g>3+3<%>—a:—%+?)2—a—a:g(l—a2)>0
fl(a/2=—12< ) 3=-3a2+3=3(1—a?) >0
+a

fa (%f2) =

=—a+a=0

MIQ

Por tanto, p tiene exactamente 3 raices reales.

3. Demuestra que sen (%/3) es la unica solucién de la ecuacién p(z) = 0, en el
intervalo ]0,9/2[ y que, tomando como valores iniciales zo = /3 0 xy = /2, el
método de Newton-Raphson converge.

Sabemos que sen (¢/3) es solucién de la ecuacién p(z) = 0, y ademds sabemos
que la solucién del intervalo ]0,4/2[ es tnica. Por tanto, tan solo nos queda
demostrar que sen (¢/3) € |0, ¢/2].

sen av o « g [ «
> sen (—> <= seno = 3sen (—) — 4 sen (—) > 2sen <—> <—

3 3 3 3

1
<= 3 —4sen’ (%) > 2 <= sen’ (%) <7

< <a> < 1 <~ @ < T <~ < T
sen | — — — < = a < —
3 2 3 6 2

Por tanto, sen (¢/3) € ]0,9/2[, y te tiene demostrado que es la tnica solucién de
la ecuacién p(x) = 0 en dicho intervalo.

Comprobamos ahora que el método de Newton-Raphson converge para xy = /3
y xo = 9/2. Para ello, calculamos p/'(x):

/ 2 1
px)=—-122"+3=0 < x:i—§

Comprobamos las 4 condiciones de convergencia para aplicar el método de
Newton-Raphson en el intervalo [0, ¢/2]:

a) p(0)p(¢/2) < 0 se tiene, como hemos comprobado al estudiar los cambios
de signo de la sucesién de Sturm.
b) p'(x) # 0 para x € [0,9/2] por ser a < 1.

¢) p"(x) no cambia de signo en [0, /2].

o1



Métodos Numéricos II 1.1. Resolucién numérica de ecuaciones y sistemas

d) Comprobemos la tltima condicién:

Por tanto:

Por tanto, el método de Newton-Raphson converge para todo zy € [0, /2],
y en particular para o = 9/3 y xy = 9/2.
4. Para resolver la ecuacién anterior, se propone el método iterativo
a
Tpi1 = —
Estudia bajo qué condiciones el método converge localmente a la solucién.
., Cual de los dos métodos converge méas rapidamente?

Vemos en primer lugar losiguiente:

a<3ﬁ> <3
2> 1 “=5

que se tiene de forma directa. Por tanto, podemos definir la siguiente funcién:

g: 10,92 — R .

SO ppe
Tenemos que g € C* ([0,9/2]), y que:
—8ax 8alz| 8a - /2 4a*
! = = < =— <1 A 0,a
l9'()l ‘ (34222 (3—422)2 S (3-4-022 9 v €[0.%/2]

Por tanto, el método propuesto converge localmente a la tinica solucién de la
ecuacion p(z) = 0 en el intervalo [0, ¢/2].

Respecto al orden de convergencia, como p tiene tres raices reales sabemos
que la multiplicidad de cada una de ellas es simple, por lo que el orden de
convergencia es cuadratico. Por otro lado, para que este método tenga conver-
gencia cuadratica es necesario que ¢'(s) = 0, siendo s la solucién de la ecuacion

p(z) = 0.
Jdx)=0 < =0
9(0)=0 <= a=sena =0
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No obstante, esto no es posible, ya que a € ]0,7/2[. Por tanto, ¢'(s) # 0,
y el método de Newton-Raphson converge mas rapidamente que el método
propuesto.

5. Tomando a = 1/2, realiza una iteracién del método de Newton-Raphson par-
tiendo de zg = 1/6 para obtener una aproximacién de sen (7/18).

Tomamos a = 1/2, o = /6 y aplicamos una iteracién del método de Newton-
P(xo) .

Raphson:
1\° 1\
1(5) 2 (e) -
— , =5 -
P (%0) 19 (1) L3
6
1 lsatlp—1p 1 3 25

= 22 ~0,173611
6 ~1/35+ 3 6 ' 54-8 144

0 /g
1]0,173611
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1.2. Derivacion e integracion numérica

1.2.1. Relacion 1. Derivacion Numérica

Ejercicio 1.2.1.1.

1. Use el método interpolatorio para obtener la férmula de diferencia progresiva
en dos nodos para aproximar f’(a). ;Cudl es el grado de exactitud de dicha
formula? Justifique la respuesta.

Supongamos que queremos aproximar f’(a) mediante una férmula de diferencia
progresiva en dos nodos; es decir, sean los nodos xg = a, x1 = a+h. Calculamos
los polinomios béasicos de Lagrange:

r—x; x—(a+h) x—a—-h at+h—z

go(x):xo—xlza—(a%—h)_ “h h
T — T r—a r—a

/6 pu— pu— pu—

1(z) r1—29 a+h—a h

() = Y

£(z) = Y

Por tanto, sabemos que:

f(@) = fla)lo(x) + fla+ h)b(x) + E(x)
f'(@) = fla)lo(x) + fla+ h)ty(z) + E'(x)

Ademas, el error cometido al interpolar f en a,a 4+ h mediante dos nodos es:

E(z) = fla,a+ h, z|]II(zx)
E'(z) = fla,a+ h,z,z]1I(z) + fla,a + h,z]IT'(x)

Por tanto:
(o) = HEENZ IOy g
(2)
R(f) = E'a) = flo.a+ hall(a) = —h- T e caain

Por tanto, sabemos que esta férmula es exacta en P, pueso que en estos casos
se anulara la segunda derivada. No es exacta en Py porque el error no se anula.

2. Utilice la féormula de Taylor para hallar la formula mencionada en el apartado
anterior y la expresién de su error cuando f € C?[a,a + h].

Desaroollamos f en cada uno de los nodos alrededor del punto a hasta el
segundo término:

h2
fla+h) = fla) +hf'(a) + 5 f"(&) & €la,ath
Por tanto, tenemos que:

flay= 1T L) g cqaatn
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3. Use el método interpolatorio para obtener la formula de diferencia centrada
en dos nodos para aproximar f’(a). ;Cudl es el grado de exactitud de dicha
formula? Justifique la respuesta.

Supongamos que queremos aproximar f’(a) mediante una férmula de diferencia
centrada en dos nodos; es decir, sean los nodos g = a — h,x1 = a + h.
Calculamos los polinomios bésicos de Lagrange:

— — h —a—nh
Eo(x):x ©no_x (a+h) _r—a

rg—x3 a—h—(a+h) —2h
x—x9 w—(a—h) x—a+h
fl(x)_xl—xo_cH—h—(a—h)_ 2h
lo(x) = ~1/2n
0 (z) = 1/2n

Por tanto, sabemos que:

f(x) = fla—=h)lo(x) + fla+ h)l(z) + E(z)
f'(x) = fla—h)t(x) + fla+ h)l () + E'(z)

Ademas, el error cometido al interpolar f en a — h, a + h mediante dos nodos

E(z) = fla— h,a+ h,z](x)
E'(x) = fla—h,a+ h,z,2]1I(z) + fla — h,a + h, z]1T'(z)
Por tanto:

2 /P(€)

R(f) :E/<a) :f[a_h7a+h=a7a]n(a> =—h 3|

Por tanto, sabemos que esta féormula es exacta en Py y Py, pueso que en estos
casos se anulard la tercera derivada. Por tanto, el grado de exactitud de esta
formula es 2.

4. Utilice la formula de Taylor para hallar la férmula mencionada en el apartado
anterior y la expresién de su error cuando f” € C3[a — h,a + h).

Desaroollamos f en cada uno de los nodos alrededor del punto a hasta el
segundo término:

2 3
flath) = fa) + hf'(a) + o (@) + = () & €laath

fla—h) = f(a) ~ hf@) + @) - ) Gea- ol
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Realizamos una combinacion lineal de ambas expresiones, forzando a que el
coeficiente de f'(a) sea 1y el coeficiente de f(a) sea 0:

1 1 Qg 0 ap = Yon
— —
G2 () =0 =
Por tanto, tenemos que:

fla+h)—fla—h)

filay= RSO gy
2
R(f) =~ (7€) + /(@) & la—hath]
2
D2 eela—hath

donde en (x) hemos empleado el Teorema del Valor Medio.

Ejercicio 1.2.1.2. Usando el método de los coeficientes indeterminados deduzca la
férmula de diferencia centrada en tres nodos para aproximar f’(a) y compruebe que
coincide con la férmula de diferencia centrada en dos nodos.

Queremos aproximar f’(a) mediante una férmula de diferencia centrada en tres
nodos; es decir, sean los nodos xo = a — h,x; = a,x9 = a + h. Como lo realizamos
mediante el método de los coeficientes indeterminados, debemos imponer exactitud
en {1,x,2%}:

0= (%)) + (05} + (6]
1= (a—h)ag+aas + (a+ h)ay
2a = (a — h)*ag + a*a;y + (a + h)?ay

Resolvemos ahora dicho sistema para hallar los coeficientes. Equivalentemente:

O=a0+a1+a2
1:a(a0+a1+a2)—h(a0—a2)
2a = a* (g + oy + ag) + h? (g + o) — 2ah (g — as)

Equivalentemente:
0= (%)) + a1 + Qo
1=-h (Oéo — Oég)
2a = h* (ap + ag) — 2ah (g — a)
Equivalentemente:

0:a0+a1+a2
1I—h<Oéo—CY2)
2a = h? (g + az) + 2a
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Equivalentemente:
0= g + 1 + Qg
1=-h (Oé() — 042)
0= h*(ag + az)
De la tdltima ecuacién, tenemos que oy = —aw, y sustituyendo en la segunda

ecuacion, obtenemos que a; = 0. Por tanto, vemos que el peso del nodo central es
0, lo que nos lleva a la féormula de diferencia centrada en dos nodos. No obstante,
comprobémoslo. De la segunda ecuacion, tenemos que:

1=-2h S = 1:> —1
- e W= TR TR T

Por tanto, la féormula de diferencia centrada en tres nodos para aproximar f’(a)

oy L0 S 1)

que coincide con la férmula de diferencia centrada en dos nodos.

Ejercicio 1.2.1.3. Obtenga la férmula de diferencia progresiva en tres nodos para
aproximar f’(a) calculando directamente sus coeficientes mediante la base de La-
grange del problema de interpolacién unisolvente asociado a dicha férmula. Halle la
expresion del error para esta formula cuando f € C*[a,a + 2h).

Queremos aproximar f’(a) mediante una férmula de diferencia progresiva en
tres nodos; es decir, sean los nodos g = a,xy = a + h, x5 = a + 2h. Calculamos los
polinomios basicos de Lagrange:

2
T — I r—(a+h) z—(a+2h r—a—h x—a—2h
AT | [ Al C ) e G ) .

Pk a—(a+h) a—(a+2h) —h —2h
i#0

€1<x>:ﬁx—x]~: z—a  x—(a+2h) _z—a z—a—2h
igti—a;  ath-—a (a+h) — (a+2h) h —h
i#1

£2<I>:ﬁx—m]~: t—a  w—(ath) :x—aix—a—h
Pk a+2h—a (a+2h)—(a+h) 2h h
J#2

Calculamos ahora las derivadas de los polinomios basicos de Lagrange:

x—a—2h+m—a—h_2x—2a—3h

tolr) = 202 2h2
z—a—2h+x—a 2z —2a—2h
r—a—h+z—a 2x—2a—h
t() = 2h? T
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Como buscamos aproximar f’(a), evaluamos cada una de las derivadas de los
polinomios basicos de Lagrange en a:

, —3h 3
blo) =53 =35
, —2h 2
gl(a) = —h2 = E

_h 1
/ _ v~
bla) =55 = 55

Por tanto, la férmula de diferencia progresiva en tres nodos para aproximar f’(a)
es la siguiente:

f'a) =~ fa) + = fla+ b) — 5 f(a+ 20)

Para el error, definimos:

l_Isv—xZ =(x—a)(r—a—h)(xr —a—2h)
' (x) = (:E—a— h)(x —a—2h)+ (x —a)(x —a—2h) + (x —a)(x —a — h)

Por tanto, el error cometido al interpolar f en a,a + h,a 4+ 2h mediante tres
nodos es:

E(z) = fla,a+ h,a + 2h, z]TI(x)
E'(z) = fla,a+ h,a + 2h,x, x]1I(z) + fla,a + h,a + 2h, 2]IT'(z)

Por tanto, tenemos que:

R(f) = E'(a) = fla,a+ h,a + 2h,a,a)ll(a) + fla,a + h,a + 2h,a]ll'(a) =

= 2h*fla,a + h,a + 2h,a] = 2h* - f(z(g) =h?. f(3;(§) € €la,a+2h]

Ejercicio 1.2.1.4. Se considera la férmula de tipo interpolatorio en P, siguiente:

f(e) = aof(xo) + arf(zy) + -+ anf(n)

con g < w1 < --- < x,. Demuestre que si f € C""3[a,b] con [a,b] tal que
Lo, X1, ..., Tn,C € [a,b], entonces
f(n+3) (§2) f(n+2) (51) / f(nJrl)(SO) "
R(f)=2-L 2y 42. L Sq A
(/) 3y ) 2 T e + S
siendo &, &1, & € Imin{zo, ¢}, méx{z,, c}| vy (z) = [[(z — x;).
i=0
Sabemos que el error cometido con la interpolacién de f en los nodos xq, 1, ..., T,

mediante p € P, es:
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Calculemos cada una de las derivadas de E(z):

E'(z) = flzo, x1, ...y xp, x, 2|]U(2) + flzo, 21, . .., 20, 2|1 ()
E"(x) =2f[xo, x1, ..., Tn, v, x, 2)(x) + 2f[x0, 21, . . ., Ty T, 2|11 () + fT0, X1, - - ., Ty, ]I ()

Por tanto, tenemos que:

R(f)=L(f—p) = L(E)=E"(c
= 2f[xo, T1,. .., T, ¢, ]Il

FUrr9 (&)
(n+3)!

)
(¢) + 2f[xo, 21, .., @n, ¢, 1T (€) + flao, 21, ..., Tn, 1" () =
f(n+ (51) 1—[/( ) f(n+1)(§0) H//(c>

(n+2)!

(n+1)!
con &y, &1, & € min{x, ¢}, max{x,, c}[, donde hemos empleado que los nodos estan
ordenados; es decir, rg < 1 < -+ < xp,.

=2- I(c) +2-

Ejercicio 1.2.1.5. Use el método de los coeficientes indeterminados para obtener
la férmula de diferencia regresiva en tres nodos para aproximar f”(a). Halle la ex-
presién del error de truncamiento para esta féormula cuando f € C°la — 2h, al.

Sabemos que la formula de diferencia regresiva en tres nodos para aproximar
f"(a) es de la forma:

f'(a) = agf(a—2h) + oy fla—h) + azf(a)

donde «yg, a, a5 son los coeficientes que debemos determinar. Para ello, imponemos
exactitud en Py:

0 = + a7 + 9
0= (a—2h)ag+ (a — h)as + aas
2 = (a — 2h)%ap + (a — h)?ay + a’as

Equivalentemente:

0 = —f- aq —f- (0D
0=oa(a+ a1 + as) — 2hagy — hay
2 =a? (o + a1+ ag) + 4h%ay + hay — dahag — 2ahoy

Equivalentemente:

0= (7)) + a1 + Qo
0= h2ay + 1)
2 = 2h%ag + h*(2a + 1) — 2ah(2a + 1)

Equivalentemente:
0 = Qg+ a1 + Qo (%)) :1/h2
0 =200+ o — a; = 209 = —2/h2
1 = h2a0 Qg = —Qpg— O] = Qg = 1/h2
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Por tanto, la férmula de diferencia regresiva en tres nodos para aproximar f”(a)
es:

£"(a) ~ 5 fla—20) ~ = Fla — h) + 75 (a)

Para el error, definimos:

I(z) = H@:- (a —ih)) = (x —a+2h)(z —a+ h)(z — a)

I'(z) =(x—a+h)(xr—a)+ (r —a+2h)(x—a) + (x —a+2h)(x —a+ h)
M"(z) =2(x —a) +2(x —a+h) +2(x — a + 2h)

I
b

Por el Ejercicio 1.2.1.4, puesto que f € C®la — 2h, a], tenemos que:

R(f) —9. f(5)(!§2>WO +2. f(4)(€1)1—[/(a) + f(3)(§0)1—[//(a> —

5 Al 3l
(4) 3)

con &o, 1,8 € la — 2h, al.

Ejercicio 1.2.1.6. Use la férmula de Taylor para obtener, cuando se tenga que
f € C*a—h,a+ h], la férmula de diferencia centrada en tres nodos para aproximar
f"(a) y la expresion de su error. ;Cudl es el orden de precisién de esta férmula?
. Por qué?

Consideramos tres nodos, o = a — h,x7 = a,r2 = a + h. Desarrollamos f en
cada uno de los nodos alrededor del punto a. Podriamos desarrollar hasta el tercer
término, pero vemos que al sumar el término de tercer orden se anulard. Por tanto,
desarrollamos hasta el cuarto término:
h3

—f"(a h—4(4) a—h,a
f()+24f (&) &€l vaf

! h2 iz
fla—=h) = f(a) = hf'(a) + o f(a) - &

fla) = f(a)
h? h3 h4
flath) = fla)+nf'a) + 5 f'(a) + = f"(a) + 5 fP (&) &G elaath
Multiplicamos la ecuacién i—ésima por el coeficiente «; y sumamos:

aof(a—h)+ a1 f(a) +asfla+h) = (g + a1 + a2) f(a) = h (g — az) f'(a)+
2 h3 4

+ % (0 +a2) f"(a) = & (a0 = az) f"(a) + 3—4 (a0 f (&) + a2 f (&)

Usando el Teorema del Valor Medio, 3¢ € Ja — h,a + h[ tal que:

agf(a—h)+aif(a) + asfla+h) = (o + o1 + a2) fa) — h (g — az) f'(a)+
2 h3 1

4
T % (o0 + ) f"(a) — 6 (a0 — a) f"(a) + %f(4)<§) : o + 0
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Imponemos ahora las siguientes igualdades, donde vemos por qué hemos tenido
que desarrollar hasta el cuarto término:

()40+Oé1+06220
O{[)—OZQZO

ag+ay =1

De la segunda ecuacién, tenemos que «y = g, y sustituyendo en la tercera
ecuacién, obtenemos que oy = ay = 1/2. Por tanto, ay = —1, y la ecuacién anterior
queda:

h? " ht (4)
aof(a—h) +arf(a) +aaf(a+h) = - "(a) + 5 fD(E)

Por tanto, la férmula de diferencia centrada en tres nodos para aproximar f”(a)
es:

fla—h) —2f(a) + fla+h)
h2

@) ~ 29 a1y 2 ) 4 2 o) =
P(@) = =2 fa = h) + = fla) + 2 fla+ k) =

Respecto al error, tenemos que:

R =530 (1) = =159

Por tanto, vemos que el orden de precisién de esta férmula es 3, pues el error se
anula en P3 pero no en Py.

Ejercicio 1.2.1.7.

1. Halle la formula de tipo interpolatorio en Py de la forma

f(a) = apgf(a—hi) + a1 f(a) + azsf(a+ hs)

con hy,hy > 0, asi como la expresion de su error de truncamiento cuando
f € C4a— hi,a+ hy]. {Cudl es el grado de exactitud de esta férmula? Justi-
fique la respuesta.

Imponemos exactitud en {1, z,z?}:

0=0ap+ a1 + ay
1= (CL — hl)Oéo “+ aqy + (Cl + hQ)OéQ
2a = (a — h1)?ap + a*ay + (a + hy)*ay

Equivalentemente:

0= (%)) + a1 + (0%)]
l=a (Oéo + oy + 052) — h1a0 + h2a2
2a = a® (o + oy + o) + aghy (hy — 2a) + ashs (hy + 2a)
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Equivalentemente:

0= Qg + Qp + Qo
1= —hlao + h»20(2
2a = aghy (b1 — 2a) + azhy (hy + 2a)

De la segunda ecuacién, obtenemos hoas = 1 4 hjqyp, y sustituyendo en la
tercera ecuacién, obtenemos:

2a = Oé()hl (hl — 2@) + (]. + théo) (hQ + 2@) = Oéoh% - M—F hg + 2a + hlthéO +M

Por tanto:
hg hl
0= agphy (hy1+h hy—oay=———  —>(g—=—
Qohy (hy +ha) 1o = @0 = =g mg s = a2 = g s
De la primera ecuacién, obtenemos:
h3 —h? hy—My

Qp = —Qp — Q3

" huhy (b1 + ha)  hahs

Por tanto, la férmula de tipo interpolatorio en Py para aproximar f’(a) es:

I S
ha (hy + ha)

f(a + hg)
Para el error, definimos:

() = [[(x = (a+ (i = Dhi)) = (& — a — ha)(z — a)(z — a+ hy)

H/({L‘):(;—a)(l‘—d+h2)+(l‘—a—h1)(l‘—a+h2)+(l’—d—h1)(I—a)

El error cometido al interpolar f en a — hy, a,a + he mediante tres nodos es:

E(z) = fla — hy,a,a + hy, x]T(x)
E'(z) = fla — hi,a,a + hy, z, 2]I(z) + fla — hy,a,a+ hy, 2|11 (x)

Por tanto, tenemos que:

FE)

R(f) = El(a) = f[a —hi,a,a+ h2,G]H/(G) = —hihy - 31

£E]a—h1,a+h2[

Por tanto, el grado de exactitud de esta férmula es 2, pues el error se anula en
Py pero no en Ps.

2. Use la tabla de valores
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x| f(x)
0,7 | —0,1
125 | 02
15| 03
1,75 | 0,25

para dar valores aproximados de f'(0,7), f(1,25), f'(1,5) y f'(1,75) utilizan-
do para cada uno de ellos la férmula de derivacién numérica mas adecuada.
Indique la férmula usada en cada caso y justifique su uso.

» Para f/(0,7):
En este caso, hemos de usar una férmula progresiva. Empleamos la férmu-
la progresiva con dos nodos, usando a = 0,7, h = 1,25 — 0,7 = 0,55.
Tenemos que:

fla+h)—f(a)  f(1,25)— f(0,7) 02401 03

"0,7) = = — -
f( ’ ) h 0,55 0,995 0,55

~ (0,545455

» Para f'(1,25):
Empleamos la formula del apartado anterior, con a = 1,25, h; = 1,25 —
0,7=0,55, ho = 1,5 — 1,25 = 0,25. Tenemos que:

0,25 0,25 — 0,55 0,55
"(1,25) . ————f(0,7) + ————f(1,25) + ———f(1,5
f1,25) 0,55-0,8f( I 0,55-0,25 U )+0,25-0,8f( A)
0,25 —0,3 0,55
~ ———(-0,1 —(0,2) + ——(0,3) & 0,445455
0,44( ’)+0,1375(’)+0,2(’) ’

» Para f'(1,5):
Empleamos la férmula centrada con 2 nodos (o 3 nodos, puesto que hemos
visto que es la misma) con a = 1,5, h = 0,25. Tenemos que:
fla+h)— fla—h)  f(1,75) = f(1,25) 025-02 0,05

"(1,5) ~ = = = =0,1
FL5) 2h 0,5 0,5 0,5 ’

» Para f'(1,75):
Empleamos la férmula regresiva con dos nodos, usando a = 1,75, h =
0,25. Tenemos que:

! ]_ =~ = = — P p— 2
FQ) h 0,25 0,25 0,25 0

Ejercicio 1.2.1.8. Halle una cota del valor absoluto del error que se comete al
aproximar la derivada de la funcién f(z) = cos? z en z = 0,8 mediante la correspon-
diente formula de derivacién numérica de tipo interpolatorio que usa los valores de
f en los puntos 0,6, 0,8 y 1.

Podriamos ver que se trata de una féormula centrada en tres nodos, pero vamos
a calcular directamente el error. Definimos:

I(z) = (z —0,6)(z — 0,8)(z — 1)
'(z) =(x —08)(z — 1)+ (x — 0,6)(x — 1) + (x — 0,6)(x — 0,8)
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El error cometido al interpolar f en 0,6, 0,8, 1 mediante tres nodos es:

E(z) = £]0,6,0,8, 1, z]TI(x)
E'(z) = f[0,6,0,8,1,z, z|lI(x) + f[0,6,0,8, 1, z|IT'(z)

Por tanto, tenemos que:

®3)
R() = B'08) = 06,08, 1,08(08) = ~0.04- T2 e oy
Para acotarlo, calculamos f®(z):
f(z) =cos’x
f'(z) = —2cosxsenz = — sen 2z
f"(x) = —2cos2x
f®(x) = 4sen 2z
Por tanto, una cota del error es:
0,04 0,04 2
[R(P)| = |—=5 - 4sen(2)] € == -4 = = ~ 00266667
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1.2.2. Relacion 2. Derivacion Numérica

Ejercicio 1.2.2.1.

1. Obtén la formula progresiva de derivacién numérica de tipo interpolatorio
clasico para aproximar f’(a) a partir de f(a) y f(a + h), mediante desarrollo
de Taylor de f(a + h) en torno a a hasta el cuarto término.

Buscamos obtener g, a; € R tales que:
f'(a) = apf(a) + ar f(a+h) + R(f)

Desarrollando en serie de Taylor f(a) y f(a + h) en torno a a hasta el cuarto
término, tenemos:

/ h2 " h3 " h4 4 h5
fla+h) = f(a) +hf'(a) + 5 f'(a) + 5 f"(0) + 55 F (@) + 1 FO(E)

donde £ € ]a,a + h[. Multiplicando por ag y «; respectivamente y sumando,

obtenemos:
2 3
00 (a) +an f(a+h) = (a0 + 1) o) + anhf () + 220 (a) + 25 5 (a)
ht h?
+ S V@) + S0

Por tanto, tenemos que:

1

Oéo+()él:0 CVO:_E
—

CYl'h:l l

] =

Por lo tanto, la férmula progresiva de derivacién numérica de tipo interpola-
torio cldsico para aproximar f’(a) a partir de f(a) y f(a+ h) es:

fla+h) = f(a)

flla)= h +R(f)
Respecto al error, tenemos que:
h h? h3 ht
__en e e Y p(B)
R(f) = =5"(0) = T1"(@) = 5 FD(a) - 579 (€)
h
= —§f”(,u) para algin p € |a,a + h]

2. Si notamos por F'(a, h) la aproximacién de f’(a) obtenida anteriormente, ex-
presa el valor exacto de f'(a) en funcién de F'(a,h) y los restantes términos
en el desarrollo de Taylor.
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3. A partir de una combinacion de los valores F'(a, h) y F(a,"/2) obtén una férmu-
la con mayor orden de precisién que F(a,h).

4. Aplica las dos férmulas obtenidas para aproximar f'(2) con h = 0,1 para la
funcién f(z) = In(z), x € [1,3].

Ejercicio 1.2.2.2. Para evaluar el funcional L(f) = 2f'(a) — f"(a) se propone una
formula del tipo

2f'(a) = f"(a) = agf(a —h) + a1 f(a) + azf(a+h) :
1. Imponiendo exactitud en el espacio correspondiente halla la férmula anterior

para que sea de tipo interpolatorio clésico.

En este caso, como hay 3 nodos, es necesario imponer exactitud en Py, o
equivalentemente, en £{1,z,z*}. Por tanto, buscamos ag,a;,as € R tales
que:

2-0—02040-1+041-1+042-1
2-1-0=ap-(a—h)+a;-a+ay-(a+h)
2.-2a—2=oag-(a—h)*+a;-a®>+ay-(a+h)?

Por tanto, se trata de resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

1 1 1 Qp 0
a—h a a-+h o | = 2
(a—h)? a®> (a+h)?) \ag da — 2

Planteamos la matriz ampliada, y aplicamos el método de Gauss:

1 1 1 0

a—h a a+h 2 Fy=F;—(a—h)F;

(a—h)* a* (a+h)?|4a—2

11 1 0

a—h a a+h 2 Fy=F,—(a—h)F,

0 ah 2h(a+h)|2(a+h—1) ’

11 1 0

0 h 2h 2 Fl = Fy — aF,

0 ah 2h(a+h)|20@+h—-1) )~
L h-1

11 1 0 ow

0 h 2n| 2 — {22 2

00 20%|2(h—1) o1 M
WETTTR T T e

Por tanto, al ser exacta en Py, la siguiente formula es de tipo interpolatorio
clasico:

h h —
2f'(a) ~ f"(a) ~ — f(a—h) + 5 f(a) + L fla+ )

66



Métodos Numéricos II 1.2. Derivacion e integracién numérica

2. Obtén una expresién del error de la férmula en funcién de unas o varias deri-
vadas de la funcién de érdenes superiores a dos.

Definimos en primer lugar:

(z)=(x—a+h)(z—a)(r —a—h)
I'(z)=(x—a)(x —a—h)+(x—a+h)(x—a—h)+(x—a+h)(x—a)
M"(z)=2(x—a+h)+2(x—a)+2(x—a—nh)

Sabemos que el error del polinomio de interpolacion en los 3 nodos dados es:
E(x) = fla —h,a,a+ h,z]|I(z)

Calculemos su derivada primera y segunda:

E'(z) =
E/,(I)

f[ —h,a,a—i—h,x,x]ﬂ(w) —i—f[a—h,a,a—{—h,x]ﬂ’(x)
2fla—h,a,a+ h,x,z, z]ll(x) + 2f[a — h,a,a + h,z, z|]Il'(z) + fla — h,a,a + h, z]1T"(z)

Evaluamos cada una de las derivadas en a:

E'(a) = —fla — h,a,a + h,a]h?
E"(a) = —2fla — h,a,a + h,a,alh?

Por ser de tipo interpolatorio clasico, el error de la féormula es:

R(f) = L(E) = 2'(a) — E"(a)
= —2f[a — h,a,a+ h,alh* +2f[a — h,a,a + h,a,a)h* =
=2h* (fla — h,a,a+ h,a,a] — fla — h,a,a+ h,a]) =

= 242 (f(z('fl) — f(S;('§2)> para algin &1, & € Ja — h,a + h|

3. Aplica la férmula obtenida para aproximar 2f'(2) — f”(2) con h = 0,1 para la
funcién f(z) = In(z), x € [1,3].

140,1 2 0,1—1
1.9) + — (2

11 2 0,9
T In(1,9) 4+ ——In(2) + —21n(2,1) ~ 1,25114

001 (19) + go7 In(2) + Fop In(2:1) ~ 12511476

21'(2) = f"(2) ~ - f2.1)

4. Compara el error real obtenido en en el apartado anterior con respecto a una
cota deducida de 2).

El valor real es:

21/(2) — £7(2) = 2 (%) - (-%) _ Z — 1.2

Por tanto, el error real obtenido es:

Error real ~ 1,25 — 1,2511476 ~ —0,147607 - 1073
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El error obtenido en 2) es:

20,12 (f(4 &) _ f(g)(&)) = 0,02 (fw(&) — f(3)<§2)) &1,& €11,9,2,1]

4

4! 3! 4! 3!
Para poder acotarlo, necesitamos acotar las derivadas cuarta y tercera de f.
Como f(z) = In(x), tenemos que:

1 1 2

Fay==  fa=-— P =5 )=

Observacion. Notemos que este ejercicio carece de sentido practico, puesto

que si podemos calcular las funciones derivadas podemos calcular el funcional

pedido. No obstante, en la practica se supone que no podremos calcular es-

tas derivadas, pero si las tendremos acotadas de alguna forma (por ejemplo,
piénsese en las funciones trigonométricas).

Por tanto, la cota del error es:

(4) ®3)
|Error Predicho| < 0,02 <|f (&) + |/ (62”) < 0,02 ( 6 + 2 )

4! 3! 1,944 1,9%.3!
1 1 ,
< 0,02 ~ 1,355627 - 1073
’ (1,94.4+1,93-3> ’

5. Aplica la férmula para obtener 2 f'(0)— f”(0) suponiendo que tienes la siguiente
tabla de valores de f:

T f(%)
—0,2 9
0 10
0,2 9
0,4 12
Tomando h = 0,2, tenemos que:
1+0,2 2 0,2—1
2f(0) — f(0) = — ~f(=0,2) + — ; 2
L I ST L B )
0,04 0,04 0,04 ~

Ejercicio 1.2.2.3. Considera la férmula de tipo interpolatorio clasico siguiente
f'(a) = agf(a—h) + on f(a+ 3h)

1. Da una expresion del error de dicha férmula.

Definimos en primer lugar:

(z) = (x —a+ h)(x —a— 3h)
I'(z)=(xr—a—3h)+ (x—a+h)
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Sabemos que el error del polinomio de interpolacién en los 2 nodos dados es:

E(z) = fla — h,a+ 3h, z]I(x)

Calculemos su derivada primera:

E'(z) = fla — h,a+ 3h,z, z]Il(x) + fla — h,a + 3h, z]1T'(x)

Por ser de tipo interpolatorio clasico, el error de la féormula es:

R(f) = L(E) = E'(a) = fla — h,a + 3h,a,a]ll(a) + fla — h,a + 3h,a]ll'(a)
= —3h%fla — h,a+ 3h,a,a] — 2hfla — h,a + 3h,a] =

(P& ) ,
= —h — )~ h (f (fg)) para algun &1, & € Ja — h,a + 3h]|
2. Usala para aproximar la derivada f’ (3) siendo f(x) = 23 con h = 0,1.

Calculamos los polinomios fundamentales de Lagrange:

_ r—(a+2h) x—a-2h N
@) = e - o bW =g
 wx—(a—h) x—a+h N
A ey ey B T L T

Por tanto, la férmula de derivacién numérica es:

/ 1 1
f'(3) ~ —@f(i% —-0,1) + ﬂf(g +0,3) = 28,87

Ejercicio 1.2.2.4. Determina razonadamente si es posible disenar una férmula

numérica de tipo interpolatorio en el espacio generado por £{1,z,z* z*} para apro-
ximar

[ @ s [ i) a

usando para ello los datos

[t e [ lals@) de ) v £0),

En particular determina el peso de f/(0).

Ejercicio 1.2.2.5. Dada la formula de derivacion numérica de tipo interpolatorio:
f7(0) = ao f(0) + ar f(x1) + o f(w2) + R(f), w1 # 0,29 # 0,21 # 2.
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1.2. Derivacion e integracién numérica

1. Sin realizar ningtin célculo, ;jpuedes indicar el maximo grado de exactitud que
puede tener la férmula? Justifica la respuesta.

Como tiene 3 nodos y se trata de la segunda derivada, sabemos que no puede
ser exacta en P, por lo que el maximo grado de exactitud que puede tener la

formula es 4.

2. Determina los valores de ag, a1, an, 1 v T2 para que la formula tenga el mayor
grado de exactitud posible. ;Cual es ese grado de exactitud?

Imponemos exactitud en Py, o equivalentemente, en L£{1,x,z? 23 x*}. Por
tanto, buscamos «g, ay, as € R tales que:

OICY0+061+062

0= 121 + Qo

2 2
2= a1y + Qoo

0= Oél.le)) + 052.1'3

4 4
0= a1x] + ooy

Veamos qué es necesario para que el sistema sea compatible:

€
af

3
Ty

SN O

= —2 (2125 — 2i12) = —2z129(23

2

) = 2129 (s + x1) (22 — 71)

Por tanto, por el Teorema de Rouché-Frobenius, si o # —zy, el sistema es
incompatible y no tiene solucién. Por tanto, imponemos zo = —x; y el sistema
queda:

0=ap+a; + s
0=umz(a; — )
2 =270 + o)
0 =23 — )
( )

4
0=a27(0q +

Como x; # 0, obtenemos que este sistema es incompatible. Por tanto, no es
posible imponer exactitud en P,. Veamos si es posible imponer exactitud en

]P)3Z

0= Qg + Qq + Qg
0= 121 + Qo
2= Oéll'% + Oégxg

0= Oél.le)) + 052.1'3
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Métodos Numéricos II 1.2. Derivacion e integracién numérica

Anteriormente vimos que es necesario imponer o = —x7. Por tanto, el sistema
queda:
( 2 )
oy = ——
0 = Qg+ aq + Qo 0 SL’%
0 = l’l(Oél — ()ég) 1
2 =uzi(a; + ag) 7
_ .3 1
0 =a3(ag — ) R
{El )

\
Por tanto, el grado maximo de exactitud es 3 y la férmula de derivacion numéri-
ca de tipo interpolatorio es:
, 2 1 1
7(0) = == f(0) + = f(z1) + = f(—z1) + R(f)
x x] x5

1

donde notemos que hemos impuesto que los nodos sean simétricos respecto al
origen.

3. Determina la expresion del error indicando las condiciones sobre derivabilidad
de la funcion f. ; Hay alguna otra conclusién que obtengas respecto a los nodos?
Definimos en primer lugar:

(z) = z(x — z1)(x — z2)
I'(z) = (x — x1)(x — 22) + x(x — x2) + x(x — 21)
"(z) =2(x — x1) + 2(x — 22) + 2z

Sabemos que el error del polinomio de interpolacion en los 3 nodos dados es:
E(z) = f[0, 21, z9, x]T(x)

El(x) = f[oa Xy, T2, T, l‘]H(JT) + f[07 Ty, T, ZL‘]H/(I)

E"(x) = 2f[0, 21, T, x, z, z]1I(x) + 2f[0, 21, T, x, z|IT'(x) + f[0, 21, 9, z|11" ()

Por ser de tipo interpolatorio clasico, el error de la féormula es:
R(f) = L<E) = E”(O) = _Qx%f[()?l'l?m%oao] + 2f[0,.1'1,£€2,0] (—1’1 + ‘1'1)
= —227f[0, 21, 7,0,0] =
(4)
_ —2.%% (f (§1>

1 ) para algin & € |min{—xy, 21}, méx{—x1, 21 }|

Por tanto, vemos que el error es proporcional a 2. Por tanto, si z; es pequefio,
el error serd pequeno. Por tanto, es conveniente que x; sea pequeno.
. ., 2
4. Aplica el resultado para la funcién ze® *1.
Definimos la funcion siguiente:
f: R — R

2
r — gertl

Por tanto, tenemos que:

2 1 1 Tt — g erit!
F1(0) & =5 £(0) + S5 (1) + 5 f(—a1) = = 7 =0
Ty 1 1 U
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Ejercicio 1.2.2.6. Dada la formula de derivacion numérica de tipo interpolatorio:

f/(O) = aOf(_l) + alf(l) + Oégf(Q) + a3f(a) + R(f)a a 7& _1a 1a 2.

1. Sin realizar ningtin célculo, ;jpuedes indicar el maximo grado de exactitud que
puede tener la férmula? Justifica la respuesta.

Como tiene 4 nodos y se trata de la primera derivada, sabemos que no puede
ser exacta en P, por lo que el maximo grado de exactitud que puede tener la
formula es 4.

2. Determina los valores de ag, a1, as, ag v a para que la formula tenga el mayor
grado de exactitud posible. ;Cual es ese grado de exactitud?

Imponemos exactitud en Py, o equivalentemente, en L£{1,x,z? 23 2*}. Por
tanto, buscamos «g, aq, o, as, a € R tales que:

O=ap+a;+as+ az
1=—ay+ a; + 209 + aas
0=ag+ ay +4as + a’ay
0= —ap+ a; + 8as + d’ay

0= o+ aq + 160./2 +a4oz3

Planteamos el sistema de ecuaciones y aplicamos el método de Gauss:

1 11 110 111 1 o

11 2 a1 ]| 02 3 a+1|1 | |

11 4 2|0 | B0 11 4 @2 |o | BEEED,
11 8 a0 | R L g 2 9 g3y1]o | BN

1 1 16 a*|0 1116 da* |0

111 1 |0 11 1 1 0

0 2 3 a+1]|1 0 2 3 a+1 1

00 3 a2—1]0 | 228201 00 3 @2-1 |0 |20
02 9 ad+1]0 00 6 a(a®—1)|—1 | =50
00 15 a*—110 0015 a*—1 |0

111 1 0

02 3 a+1 1

00 3 a2 —1 0

000 (a®>=1)(a—2)|-1

000 a*—5a*>+4 0

Para que el sistema tenga solucién, es necesario que:

2_51\/25—16:5i3

a*=5a*4+4 =0 < a® = — ’=4Vvdii=1 =

2 2
— a€{-2,2-1,1}

Distinguimos valores:
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» Sia ¢ {1,—1,2,—2}, por la tltima ecuacién ag = 0, pero entonces la

pentltima ecuacion queda 0 = —1, por lo que no hay solucién.
» Sia € {1,—1,2}, ladltima pentltima ecuacién queda 0 = —1, por lo que
no hay solucion.
» Sia= —2, el sistema queda:
111 1 0 ap = 23
0 23 —-1]1 o =23
003 3]0 [=<¢
000 —12|-1 @z = Y12
000 00 ag =1/12

Por tanto, para que la féormula tenga el mayor grado de exactitud posible,
a = —2 y el grado maximo de exactitud es 4. La férmula es:

F0) = =2 F(=1) + S £(1) = 75 f(2) + 7 f(~2) + ()

3. Determina la expresion del error indicando las condiciones sobre derivabilidad
de la funcién f.

Definimos en primer lugar:

(z)=(z+ 1)(x —1)(z —2)(z+2)
Hz)=@-1-2)(x+2)+ (z+1)(z—-2)(z+2)+ (x+1)(z — 1)(x +2)+
+ @+ 1)(x—1)(z—2)

Sabemos que el error del polinomio de interpolacion en los 4 nodos dados es:

E(z) = f[-1,1,2, =2, x]T(x)
E'(z) = f[-1,1,2, =2, z,z]Il(z) + f[-1,1,2, =2, z]IT'(z)

Por ser de tipo interpolatorio clasico, el error de la féormula es:
R(f) = L(E) = E'(0) = f[—1,1,2 —2,0,0]11(0) + f[-1,1,2, =2, 0]IT'(0)
=4f[-1,1,2,—-2,0,0] + f[-1,1,2,-2,0] - (4 —4—2+2) =

1)

=4f[-1,1,2,—-2,0,0] = 20

para algin £ € |—2, 2]

4. Aplica el resultado para la funcién ze® .
Definimos la funcién siguiente:
f: R — R
r — pet Tl
Por tanto, tenemos que:
2 1

F10) & =3 f(=1) + 3 £(1) = 5 F@) + 75 /(-2)
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Tenemos que f(—z) = —f(z) para todo x € R, por lo que:

F10) = 7 + 3 4(1) = 15 7(2) = 75 /(-2) =
= %f(l) - éf@) = %eQ - é - (2¢%) = geZ — %e5 = @ ~ —39,619

Ejercicio 1.2.2.7. Razonar por qué es posible calcular los coeficientes de una férmu-
la de derivacién numérica de tipo interpolatorio clésico para aproximar f’(a) me-
diante el procedimiento de ajuste de polinomios de Taylor, y que siga siendo valida
la férmula obtenida para calcular R(f).

Observacion. Este ejercicio fue propuesto por la profesora en clase para obtener 0,5
puntos adicionales. El desarrollo hecho por mi fue exhaustivo, y es adecuada su
lectura para comprender este métdo para la obtencion de los coeficientes «;.

Fijado a € R, consideramos el siguiente funcional lineal objetivo:

F: F — R
f— f(a)
Ademas, fijados zg,...,x, € R, consideramos el siguiente funcional lineal para

cada1=0,...,n:
fo— f(x)

Consideramos la siguiente formula numérica para aproximar f'(a):
L(f) = f'(a) = Y _aiFi(f) + R(f)
i=0

= Z ;i f(x;) + R(f)

Veamos una forma posible de calcular los coeficientes «;. Consideramos el de-
sarrollo de Taylor de f en torno a cada uno de los nodos alrededor de a, donde
definimos h; = x; — a para cada i =0,...,n:

f"(a) 5 /™ (a)
T Mt

y
(m)!

Multiplicamos por «; en cada término de la ecuaciéon anterior y sumamos:

f(x:i) = fa) + f'(a)hi + RBP4 o4 (g

n

n n n 7 n (n)
> aif(x) = ; a;f(a) + Z_; a; f'(a)h; + Z_; aifT@hf ot ; ot ,(“) i+

- n:
=0

pm
oy ofE)

(
n n " n (n) n
:f(a)Zai+f’(a)Zozihi+f2(a) aih? et fa)zaih%
’ i=0

=0 =0 =0
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Por tanto, para poder llegar a la expresién buscada para L(f), necesitamos que
se cumpla:

=0 =0 =0 =0

Es decir, necesitamos resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

1 1 1 ... 1 o 0
ho hl hQ hn aq 1
h: n? n3 ... R2 az | =10 (1.1)
hrohnohroooo b)) \a 0

Una vez obtenidos los coeficientes «;, tenemos que:

L(f) = f'(a) = Z aif(z:) + R(f)

Llegados a este punto, buscamos obtener el valor de R(f). Para ello, veamos que
la féormula en cuestion es de tipo interpolatorio; es decir, considerado el polinomio
p € P, tnico interpolante de f en los nodos xy, ..., z,, veamos que:

L(p) = p’(a) = Z i f(r;) = Z a;p(;)

Para ello, buscamos obtener p'(a) de una forma similar al desarrollo llevado a
cabo hasta ahora. Consideramos el desarrollo de Taylor de p en cada nodo alrededor
de a, haciendo ademés uso de que, como p € P,, se tiene que p(”+1)(:v) = 0 para
todo x € R:

n+1
hi

p//(a) h2 _'_ B p(n) (a) h?‘ + (n+1 .

) =pla)+p'(a)h; + . -+ D)
Repitiendo la idea anterior, multiplicamos por (; en cada término de la ecuacién

anterior y sumamos:

n n n n 1/ n (n)
;@p(%) = ; Bip(a) + ; Bip'(a)h; + ; /Bip éa) h? 4+ 4 ; ﬁ,-p '(a) h}

n.

Imponemos que se cumpla:
D Bi=0 Y Bhi=1 Y BhI=0 . Y Fhi=0
i=0 i=0 i=0 =0
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Es decir, obtenemos cada valor de ; resolviendo el siguiente sistema de ecuacio-
nes lineales:

1 1 1 ... 1 Bo 0
ho hi hy ... ha| | B 1
RE h3 h3 ... K2 || B =]0 (1.2)
hp hY Ry ... A \B. 0

Una vez obtenidos los coeficientes [3;, tenemos que:

n

L(p) = p'(a) = ) Bip(x:)

1=0

No obstante, tenemos que los sistemas de las Ecuaciones (1.1) y (1.2) son iguales,

y la matriz de coeficientes es la matriz de Vandermonde de los nodos hy, . . ., h,, todos
ellos distintos. Por tanto, el sistema es compatible y determinado, por lo que hay
una tunica solucién. Asi, a; = 3; para todo i = 0,...,n. Por tanto:

L(p) = p’(a) = Z aip(r;) = Z ;i f ()

Por tanto, y usando la linealidad de L, tenemos que:
L(f) = L(p) + R(f) = L(f — p) = R(f) = R(f) = L(E) = E'(a)

donde E es el error de interpolacion de f en los nodos xy, ..., x,, que sabemos que
viene dado por:

(n+1) n
Bw) = fa) ~ pla) = 1 [ - )

para algun ¢ € [min{xy,...,z,}, max{zo,...,x,}].
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